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RESUMEN 
Se decidió investigar las características de la organización matemática que tiene 
que enseñar el profesor en tomo a los números reales, las restricciones institucionales que 
le impone la cultura didáctica universitaria, describir y caracterizar las técnicas didácticas 
espo~táneas utilizadas por el profesor para condu~ir el proceso de estudio de sus alumnos 
acerca de la noción de número real. 
Se utiliza la teoría antropológica de lo didáctico de Yves Chevallard. En el análisis 
de la organización matemática propuesta en el texto escolar oficial del Ministerio de 
Educación, se postulan fenómenos didácticos vinculados a la organización escolar de 
número real que ha permitido formular algunas conjeturas acerca de la actividad 
matemática del profesor en la sala de clase. 
Se describe la Organización Matemática efectivamente construida: tipos de tareas, 
técnica, tecnología y teoría resueltos en la clase del profesor universitario, el análisis de la 
entrevista y verificación de conjeturas. Se incluye el análisis de 1 O encuestas realizadas a 5 
docentes de Educación Secundaria de la especialidad de Matemática y a 5 docentes de 
Educación Superior. 
El presente estudio permite conocer la organización matemática y didáctica de los 
números reales aplicada en el texto del MED, y orientarla en el sentido de tomar 
conciencia de que los fenómenos didácticos son muchas veces producto de la 
reéonstrucción de las diferentes organizaciones matemáticas que se encuentran en los 
textos escolares y de la reconstrucción que realiza el profesor en el aula enfrentándose a los 




It was decided to investigate the characteristics of the organization has to teach 
mathematics professor, about the real numbers, the institutional constraints imposed by the 
university teaching culture, describe and characterize spontaneous teaching techniques 
used by the teacher to guide the process of students study about the notion of real number. 
Used anthropological theory of didactics of Yves Chevallard in organizational 
analysis in mathematical textbook proposal of the Ministry of Education official, 
educational phenomena are postulated school organization linked to real number that has 
allowed to make sorne assumptions about mathematical activity of the teacher in the 
classroom. 
Mathematics describes the organization effectively built: types of tasks, technical, 
technology and theory solved in the class of professor, the analysis of the interview and 
verification of conjectures. It includes analysis of 1 O surveys of five teachers of Secondary 
Education specializing in Mathematics and 5 Higher Education teachers. 
It invites students and teachers of mathematics, reading this modest research that 
will reveal the mathematical and educational organization of real numbers present in the 
text of the MED, and guide them in the direction of becoming aware that educational 
phenomena are often the product of the reconstruction of the different organizations that 
are in math textbooks and reconstruction performed by the teacher in the classroom to face 
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Se decidió investigar las características de la organización matemática que tiene 
que enseñar el profesor en tomo a los números reales, las restricciones institucionales que 
le impone la cultura didáctica universitaria, describir y caracterizar las técnicas didácticas 
espontáneas utilizadas por el profesor para conducir el proceso de estudio de-sus alumnos 
acerca de la noción de número real. 
Pero, ¿cómo abordar este estudio?, ¿cómo analizar la actividad matemática del 
profesor en el aula?, ¿de qué manera se puede describir la organización matemática de los 
textos escolares?. No existe en nuestro país trabajos de investigación al respecto; que un 
profesor pueda ser observado, filmado y entrevistado no está en la cultura docente y menos 
aún el conocimiento y dominio de un modelo teórico que permita abordar este estudio. 
A nivel internacional, entre las propuestas didácticas de la corriente francesa, existe 
la teoría antropológica de lo didáctico de Yves Chevallard, que nos permite describir y 
analizar la actividad matemática en sus dos fases: estática y dinámica, este es un modelo 
que se centra en lo matemático, en contraposición a otras teorías que resaltan lo 
psicológico, pedagógico o sociológico. 
En el Capítulo I se presenta la problemática y los antecedentes de la investigación y 
en el Capítulo II se precisan los fundamentos de la Teoría Antropológica de lo Didáctico, 
enfatizando su importancia en nuestro análisis, la teoría de transposición didáctica y de 
. representaciones semióticas de Raymound Duval. En el Capítulo III, se plantea el 
propósito de nuestra investigación, los objetivos y la metodología que se ha aplicado. 
Como todo proceso didáctico viene condicionado por las características del 
conocimiento que se tiene que enseñar, el Capítulo IV parte del análisis de la organización 
matemática escolar en tomo a la noción de número .real propuesta por el programa oficial ' 
en el Diseño Curricular Nacional (DCN) en el segundo grado de educación secundaria. En 
este capítulo, se analiza la organización matemática propuesta en el texto escolar oficial del 
Ministerio de Educación, texto que es aprobado y distribuido por el Ministerio de 
Educación (MED) y que es de uso obligatorio por todos los profesores en todas las 
instituciones educativas estatales del ámbito nacional. Finalmente, se postulan algunos 
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fenómenos didácticos vinculados a la organización escolar de número real que ha 
permitido formular conjeturas acerca de la actividad matemática del profesor en la sala de 
clase. 
En el Capítulo V, a partir de la observación de un proceso didáctico completo del 
tema- -de los números reales; conducidos por un docente de Matemática durante el 
desarrollo de una sesión de aprendizaje en la UNE Enrique Guzmán y Valle, se utiliza un 
nuevo instrumento metodológico de observación y descripción basado en la teoría de los 
momentos didácticos. Este instrumento permitió estructurar el proceso de estudio 
observado y llegar a una primera caracterización de las estrategias didácticas globales 
adoptada por el profesor. Se describe la Organización Matemática efectivamente 
construida: tipos de tareas, técnica, tecnología y teoría resueltos en la sesión de 
aprendizaje, mediante el análisis de la entrevista y verificación de conjeturas. 
En el Capítulo VI, se presenta la Organización Didáctica efectivamente construida, 
propuesta de las conjeturas, análisis de las encuestas y verificación de conjeturas; se 
incluye el análisis de diez encuestas realizadas a cinco docentes de Educación Secundaria 
de la especialidad de Matemática de los Planteles de Aplicación de la UNE y a cinco 
docentes del Departamento Académico de Matemática e Informática, de la Facultad de 
Ciencias, de la UNE. Por último, en el Capítulo VII se presentan las conclusiones 
generales, recomendaciones y proyecciones del trabajo. 
Finalmente, señalamos que el presente estudio permite conocer la organización 
matemática y didáctica de los números reales presente en el texto del MED, y orientarlos 
en el sentido de tomar conciencia de que los fenómenos didácticos son muchas veces 
producto de la reconstrucción de las diferentes organizaciones matemáticas que se 
encuentran en los textos escolares y de la reconstrucción que realiza el profesor en el aula 
enfrentándose a los diferentes obstáculos, psicológicos, epistemológicos y, principalmente, .'. 
con los obligados obstáculos didácticos. 
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CAPÍTULO I: LA PROBLEMÁTICA DE INVESTIGACIÓN. ANTECEDENTES 
Para el profesor de Educación Superior y Educación Secundaria, los 
programas y textos escolares constituyen una referencia importante, pueden 
coincidir con sus propias concepciones y representaciones o, por el contrario, tener 
profundas distorsiones; según sea el caso, el sentido que dará a su enseñanza no 
producirá el mismo tipo de saber. 
El sentido de la situación y de la pregunta no es necesariamente el mismo 
para el profesor que para el alumno; buscar el sentido significa la voluntad de la 
inteligibilidad y, precisamente por ello, la voluntad de explicar y comprender la 
elección de las enseñanzas y del profesor; las concepciones y representaciones del 
profesor, muchas veces, determinan los errores y concepciones de los alumnos. 
¿Por qué algunos recibieron nombres como muy lógicos y coherentes de: 
"naturales" y "racionales" y otros números como: "negativos", "irracionales"? y 
luego, ¿siendo "negativos" e "irracionales" se les llaman números "reales"? 
¿Por qué los Pitagóricos ocultaron, por muchos años, la existencia de la raíz 
cuadrada de 2?, ¿Qué consideraciones se dieron para clasificarlos en números 
algebraicos ynúmeros trascendentes? 
¿Cómo explicar que 0,10100100010000010000001... es un número real? 
En el decimal infinito no periódico: 3,1415926 ... , ¿qué significa:" ... "? 
¿Cómo utiliza el profesor el pasaje de registros numérico y geométrico, para 
aumentar la comprensión de la noción de número real? 
¿Cuál es el sentido de los programas? Simplemente no existen. 
La irracionalidad no es un objeto oficial del programa; lo es el número real, 
pero aparece, más o menos gracias al objeto "raíz cuadrada" y a veces, con alguna 
ambigüedad, las magnitudes inconmensurables no son oficialmente tratadas. 
Un conflicto entre lo numérico y lo geométrico puede aparecer, por ejemplo, 
si · los alumnos deducen la igualdad de dos magnitudes a partir de medidas 
aproximadas. 
En una experiencia realizada por Robinet (1986) a la pregunta: Si hay un 
número real (racional o decimal) comprendido entre 7/18 y 8/19; entre 1t y 22/7; 
entre 1t y 3,1416; entre 1/3 y 0,3333, los alumnos del primer año de universidad, no 
saben escribir un racional que no sea un decimal, sería fácil dar un desarrollo 
deciriml ilimitado periódico pero no lo pensaron; los estudia.D.tes no encuentran útil 
hacer diferencias entre número real, escritura decimal y desarrollo decimal, como 
por ejemplo: 
1t = 3,141592653589793235462 ... 
Stifel (1487 -1567) consideraba como inevitable que los irracionales 
intervengan para el estudio de ciertas figuras geométricas, pero no se pueden llamar 
''verdaderos números" a causa del infinito. En algunas instituciones, los alumnos 
afirman que son "números no finitos", "números interminables", "números 
infinitos", ''números con resultado que no cae justo", sin que se les pueda dar un 
estatus preciso. En una experimentación, los alumnos justifican que no existe la raíz 
cuadrada de 1t, porque: "no es un número cuadrado perfecto", "1t no es un número 
exacto", "su valor es infinito y su cuadrado también", no se puede calcular la raíz 
cuadrada sobre sus números, "porque el resultado es un número infinito", ''no tiene 
jamás un valor seguro", "es desconocido sin fin". Algunos dan un resultado 
aproximado, otros utilizan el radical ~ , y afirman que no es un valor preciso 
''porque 1t no es un valor preciso". 
En: el tratamiento de "racionalización": 
1 




signo de igualdad juega. un rol de simple signo semántico y no de código de un 
objeto matemático. Es interesan..te mostrar el desarrollo en fracciones continuas, una 
aproximación de J2, dada por Bombelli (1572), en su tratado Algebra, pero no 
aborda lo que significa" ... ": 
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2+ ... 1 1+-
2 
El establecer que el término 2 se repite indefmidamente "demostraría" la 
irracionalidad de J2 = 1,41421356237035 ... Esta designación mediante las 
fracciones continuas no es operatoria y tiene enormes problemas de tratamiento; 
actualmente, se afirma que los puntos suspensivos significan que los decimales 
siguientes pueden ser calculados, pero ellos no pueden ser escritos. 
¿A qué es igual J2 x J8? 
J2_ X J8 = 1,41421356237 ... X 2,82842712474 ... 
Aproximando por defecto: J2 x J8 ~ 1,4 x 2,8 = 3,92 
Aproximando por exceso: J2 x J8 ~ 1,5 x 2,9 = 4,35 
Ninguna de estas dos aproximaciOnes, sería la más adecuada, ni mucho 
menos precisa, que si se opera mediante sus radicales: .Ji x J8 = Jl6 = 4 
·A , . l .J8?. 2,82842712474 ... = 
6 que es 1gua r;;;
2 
. , ¿ 
...¡L. 1,41421356237 ... 
? ------------------
En cuanto a la ¿EXPRESIÓN DECIMAL O NÚMERO DECIMAL?, existe 
una confusión entre estos dos términos; por ejemplo: Por el Algoritmo de la 
' 
División de Euclides, se puede "expresar" un "número" racional en la forma: 
a0 , a1a2a3 ••• anan+1 • • • (I) 
Donde: a 0 E N y a¡ E { 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 } 
1 Esta fracción continua permite resolver la ecuación: 13x-8y=l; con x e y números naturales. 
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Pero, ¿cuál es el significado que da el profesor a los puntos suspensivos: 
" ... "? ¿Es la expresión (1) la definición de un número decimal?, ¿Cuál es la 
definición de las relaciones de "igualdad" y de "orden"? y ¿Cómo se define las 
operaciones de "adición" y "multiplicación"? Estas definiciones están implícitas y 
reemplazadas por ciertas reglas en la enseñanza secundaria. 
En algunos países como Francia y Argentina se estudian en la Educación 
Básica los sistemas numéricos: con una cifra decimal (01 ), con dos cifras decimales 
(02 ), ••• , y con n cifras decimales (Dn); generalizando el conjunto de números 
decimales: D + ; no hacerlo así, significa abordarlo posteriormente en la presentación 
de los números reales, con la complejidad de tener que incluir los decimales "no 
periódicos". 
Ahora, ¿por qué todo número racional puede expresarse como un decimal 
"periódico"? ¿Por qué siempre existe por lo menos una cifra que se "repite"? ¿Cuál 
es el número máximo de cifras que puede tener el período? Éstas son interrogantes 
que muy pocas veces se plantean y se evita una explicación; se prioriza la 
aplicación mecánica del algoritmo de la división. Al obstáculo epistemológico del 
infinito, lo podemos apreciar en la notación de los tres puntos suspensivos " ... "que 
se utiliza al clasificar los números decimales "infmitos": 
Decimales Periódicos "Exactos": 1,200000 ... 
Decimales Periódicos "Puros": 1,222222 ... 
Decimales Periódicos "Mixtos": 1,322222 ... 
Algunas investigacion~s didácticas permiten comprender mejor la naturaleza 
de las dificultades y obstáculos encontrados por los estudiantes, así como las 
razones del fracaso de las estrategias usuales de enseñanza, tanto las que reducen el 
análisis a un cálculo algebraico algoritmizado como las aproximaciones teóricas y 
formales desarrolladas en el contexto de la reforma de las matemáticas modernas. 
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Las reformas educativas definen nuevos programas curriculares que tratan de 
encontrar el camino para una entrada rica en significación y accesibles en este 
campo conceptual. Las aproximaciones intuitivas basadas en el uso de calculadoras 
y computadoras parecen las más privilegiadas. ¿Cuáles son sus aproximaciones y 
sus límites? 
Algunas investigaciones han mostrado la existencia de dificultades fuertes y 
resistentes. Éstas tienen orígenes diversos, pero se superponen y refuerzan 
mutuamente, constituyendo redes complejas. A continuación se menciona algunos 
ejemplos: 
1) Dificultades ligadas a la complejidad matemática de los objetos básicos del 
campo conceptual de número irracional. 
No podemos considerar que los objetos básicos sean objetos nuevos para los 
estudiantes. Por ejemplo, los decimales son introducidos desde los primeros grados 
de la educación básica; una aproximación del valor de pi es aplicada en el área del 
círculo y la longitud de una circunferencia. Las concepciones de los decimales que 
desarrollan los estudiantes no son apropiadas para el aprendizaje del número 
irracional. Sus criterios de distinción entre los diferentes conjuntos numéricos son 
flojos y dependen de las representaciones semióticas utilizadas; además, el uso 
creciente y poco controlado de las calculadoras tienden a reforzar la asimilación 
número real/número decimal e incluso número decimal con menos de diez 
decimales. En la educación superior, cuando se inicia la enseñanza del análisis, los 
números reales son objetos algebraicos; los estudiantes saben que su orden es un 
orden denso, pero según el contexto pueden conciliar esta propiedad con la 
existencia de números anterior y sucesor. Por ejemplo, 0,999 ... se percibe como el 
J 
predecesor de 1 y varias -encuestas han mostrado que más del 40% de los 
estudiantes, ingresantes de una universidad francesa, consideran que si dos números 




no son necesariamente iguales, solamente muy próximos, infinitamente próximos, 
de cierta manera sucesores. Además, la asociación entre los números reales y la 
Recta real no es muy coherente para los estudiantes. Si bien declaran aceptar el 
principio de una correspondencia biyectiva entre R y la recta, no están convencidos 
de que todo número irracional se puede colocar en la recta. 
2) Dificultades ligadas a la conceptualización de la noción de número decimal infinito 
periódico y decimal infinito no periódico. 
La resistencia a estos obstáculos epistemológicos es evidente por las 
dificultades generalmente encontradas por los estudiantes, incluso en aquellos 
estudiantes avanzados. Todos estos obstáculos se encuentran también en el 
desarrollo histórico del concepto, a pesar de las diferencias cognitivas y culturales 
mencionadas; pero no se puede pensar que las dificultades encontradas por los 
estudiantes se reducen a tales obstáculos epistemológicos. Los conceptos 
matemáticos tienen dos dimensiones: una dimensión proceso y una dimensión 
objeto. La posibilidad de manejar con eficacia estas dos dimensiones requiere 
procesos cognitivos como el de "encapsulation" según la teoría de Dubinsky (1980), 
cuya complejidad está muy bien evidenciada. Este hecho contribuye a explicar 
porqué en todos los países, los estudiantes encuentran tantas dificultades para 
identificar 0,999 ... y 1; la primera representación semiótica 0,9999 .... es claramente 
de tipo proceso y la segunda de tipo objeto. Para considerar las dos como iguales, es 
necesario no caer en la trampa de estas diferencias semióticas y ser capaz de ver, 
más allá del proceso descrito por 0,999 ... , el número creado por este proceso y 
destacado de él, análogamente, podemos decir de las representaciones: 
1,414213562387035 ... y J2. 
David Tall (1991) sostiene la hipótesis de que un mismo simbolismo 
compacto puede representar simultáneamente un concepto complejo y a su vez el 
proceso a través del cual es obtenido el producto de dicho proceso mediante cierto 
tipo de manipulaciones, esto es, el concepto. De esta forma crea una nueva noción 
didáctica que se obtiene de amalgamar las dos ideas señaladas: procesos-conceptos 
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que produce el término procept; a partir de aquí sostiene que la matemática no es 
tan exacta como se la ha visto por siglos. Existe gran ambigüedad en ella a causa de 
su naturaleza dual inherente. La matemática se comprime, se encapsula en objetos 
que al niismo tiempo son el resultado de ciertos procesos. Tall añade que esto 
resulta ser una herramienta terriblemente poderosa para el matemático, pero tina 
barrera importante para el estudiante. En efecto, mientras el matemático extrae 
todos los beneficios derivados de esta ambigüedad, a los estudiantes se les enseña 
insistentemente el gran rigor y exactitud que caracteriza esta disciplina. 
El concepto de número irracional es un concepto que parcialmente quiebra 
con las concepciones previas de esta noción, como por ejemplo de número: ¿Cómo 
la suma, el producto y cociente de dos irracionales, no es necesariamente un número 
iiTacional?, ¿Por qué no se cumple la propiedad de cerradura?, ¿Encontramos aquí, 
acaso, una dimensión epistemológica del concepto cuya transposición didáctica en 
la enseñanza no es tan evidente?, ¿No es tan evidente como instrumento productivo 
para resolver problemas? De hecho, investigadores como A. Robert y Robinet 
(1996) tienen ahora la convicción de que tales características epistemológicas no se 
pueden trasponer mediante procesos a-didácticos, . es decir enfrentando a los 
estudiantes con apropiados problemas que resolver; hacen la hipótesis que una 
transposición eficaz necesita mediaciones específicas, de naturaleza meta-
matemática. 
3) Dificultades ligadas a la necesana ruptura con modos de pensamientos 
característicos del funcionamiento algebraico. 
Para entrar en el mundo del análisis y volverse un analista eficaz, es 
necesario enriquecer su visión de la noción de igualdad, es necesario desarrollar 
1 
nuevos métodos para prob~ igualdades. En análisis, la estrategia algebrizada a 
menudo está fuera del alcance, o por lo menos no es la más económica porque no 
conocemos los objeto.s del análisis como conocemos los objetos del álgebra y 
porque muchas veces se trabaja con propiedades locales. Por eso, se tiene que dar 
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una visión de la igualdad asociada a la idea de "proximidad local infinita", es decir 
asociada al hecho que si para una distancia adecuada 
V & > O; d (A, B) < & ; entonces A = B. 
Esta nueva relación con las igualdades otorga de hecho, un papel predominante a 
las desigualdades y al modo de razonamiento local por condiciones suficientes. 
La entrada en el mundo del análisis obliga a los estudiantes a reconstruir 
objetos matemáticos ya familiares pero en otros mundos. Tomar conciencia de todos 
estos cambios complejos, del crecimiento correlativo de la dificultad técnica del 
trabajo matemático, nos ayuda a comprender mejor la distancia que separa, por una 
parte, la capacidad de expresar la definición formal de la noción de número 
irracional, de ilustrarla con ejemplos y contra-ejemplos, por representaciones 
gráficas de la capacidad de dominar técnicamente esta definición, es decir ser capaz 
de utilizarla como un instrumento operacional en la resolución de problemas. 
ANTECEDENTES DE INVESTIGACIÓN: 
En nuestro país no existen investigaciones similares, dado que las teorias de 
didáctica de la matemática que se estudian y experimentan en Francia y España son 
prácticamente desconocidas en las universidades nacionales y particulares, en 
especial en las maestrias en Enseñanza de la Matemática o Didáctica de la 
Matemática, por lo que se mencionará algunas investigaciones realizadas en otros 
países. 
ESPINOZA (1997). Organización Matemática y Didáctica en torno al objeto 
"Límite de Función"; pel "Pensamiento del Profesor" a la Gestión de los · 
Momentos del Estudio. Tesis Doctoral. Universitat Autónoma de Barcelona. 
Aquí se pone de manifiesto la fuerza de las restricciones institucionales sobre el 
quehacer del profesor en el aula. La autora establece que, para poder explicar y 
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analizar lo que el profesor piensa, es necesario analizar lo que el profesor hace 
dentro de sus posibilidades de funcionamiento. 
La utilización en esta tesis de la teoría antropológica de lo didáctico nos ha servido 
como marco teórico para el desarrollo del presente trabajo de investigación. 
Artigue (1995:97-144) en su obra La Enseñanza de los Principios del Cálculo: 
problemas epistemológicos, cognitivos y didácticos, desarrolla la teoría de 
Ingeniería Didáctica en Educación Matemática: Un esquema para la investigación y 
la innovación en la enseñanza y_ el aprendizaje de las matemáticas. 
La autora afirma que: "El sistema educativo acepta la administración del hecho de 
que es imposible enseñar de golpe los saberes matemáticos bajo su forma definitiva; 
entonces, opta por una aproximación intuitiva que pretende darle significado por 
medio de la selección de problemas, ... , la formalización es limitada y provisional; 
sin embargo, debemos preguntarnos si permite fomentar de manera razonable el 
juego de las pruebas y refutaciones que es una de las componentes esenciales de la 
actividad matemática". 
Esta investigación sirve de base para preguntar ¿qué problemas plantea el 
profesor en la enseñanza de los números reales?, ¿se realiza una selección de 
problemas en la actividad matemática escolar? 
BRONNER (2007), en Etude Didactique des Nombres réels, idécimalité et racine 
carrée, Tesis Doctoral por la Université Joseph Fourier. Grenoble 1, desarrolla el 
tema de los roles efectivos y posibles, de las nociones de raíz cuadrada y de número 
decimal, en la construcción de número real en el nivel de enseñanza superior. Nos 
muestra las diferentes poncepciones que existen sobre la noción de la raíz cuadrada 
y presenta una actividad interesante sobre "la raíz cuadrada" que podemos 
considerarla como una situación didáctica a experimentar en nuestra tesis. · 
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D'Amore y Arrigo (1999), publican "Lo veo, pero no lo creo: Obstáculos 
epistemológicos y didácticos para la comprensión del infinito actual". Revista 
Educación Matemática. Vol. 11. Grupo Editorial Iberoamerica. México. Págs. 5-24. 
Éste es un trabajo de investigación centrado en -una muestra de 287 alumnos, 
suizos e italianos de 15 a 18 años, se estudian los límites en la comprensión y 
aceptación de que los estudiantes preuniversitarios muestran ante el uso del infinito 
actual, en particular, en relación con el famoso teorema de Georg Cantor. Se utiliza 
un vídeo, dividido en tres partes, en las que los autores demuestran tres 
afirmaciones, la tercera de las cuales es el teorema de Cantor. Después de cada una 
de las partes, los alumnos desarrollan un cuestionario, trabajan individualmente y de 
manera anónima. 
El reconocimiento de algunos obstáculos epistemológicos y didácticos para 
la comprensión del infmito en estudiantes preuniversitarios nos permite 
reconocerlos y plantearlos, también, en estudiantes secundarios; como por ejemplo, 
que los estudiantes (y muchos docentes en nuestro país) opinen, mayoritariamente, 
que 0,9999 ... < 1 es una afirmación verdadera. 
FRIEDELMEYER (2006: 120-121). Enfoque histórico de la enseíianza del análisis. 
Enseñanza de las Matemáticas; Relación Entre Saberes, Programas y Prácticas, 
concluye que cuando el futuro profesor termina una educación universitaria 
altamente abstracta y formalizada, al mismo tiempo ha adquirido una segunda 
naturaleza hecha de evidencias que serán barreras entre él y sus alumnos. Si quiere 
alcanzar el terreno del estudiante tendrá que volver a encontrar una visión en cierta 
manera primitiva de cada concepto, de cada problema, la visión de aquel que no 
ha teorizado aún nada. El regreso a la historia le permitirá encontrar las 
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problemáticas originales y volver a dar sentido a las palabras y a los conceptos, 
sentido que los matemáticos han debido a menudo simplificar eliminando unas 
connotaciones demasiado concretas, demasiado intuitivas y por ello ambiguas. 
Entonces, podrá organizar las etapas de la construcción de los conceptos y de los 
instrumentos fundamentales del análisis, afinando el sentido crítico y el espíritu de 
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ngor al mostrar las insuficiencias de ciertas soluciones, hacer comprender la 
necesidad de una definición o una teoría más abstracta. 
Se resalta la importancia de recurrir a la historia de la escuela pitagórica y el 
descubrimiento~de los números inconmensurables por ejemplo, para dar sentido y 
desarrollar el concepto de número irracional y número real. 
ROMERO y RICO (2003: 18-32) en "Sobre la introducción del concepto de 
irracionalidad en enseñanza sec{mdaria: el caso de .J2 ". Revista Educación 
Matemática. Vol. 8. No 2, presentan siete demostraciones de la irracionalidad de 
.Ji, pertenecientes a los ámbitos numérico y/o geométrico. Se invita a la reflexión 
sobre la complejidad conceptual que encierran dichas demostraciones y pone de 
manifiesto algunas dificultades cognitivas que la literatura de investigación constata 
en los alumnos. Finalmente, argumenta la conveniencia de un tratamiento didáctico 
del problema de la irracionalidad; previo a este tipo de demostraciones, dicho 
tratamiento debería apoyarse en la historia y la epistemología del concepto, así 
como en el trabajo con los distintos sistemas de representación asociados al mismo a 
lo largo de su evolución. 
Esta investigación nos previene de la conveniencia o no de la enseñanza de 
algún tipo de demostración de la irracionalidad de .Ji , de lo importante que es el 
apoyarse en la historia y de la enseñanza de los números irracionales, que son 
número reales, utilizando representaciones numéricas y geométricas. 
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CAPÍTULO 11: FUNDAMENTACIÓN TEÓRICA 
La teoria Antropológica de lo Didáctico y la Teoria de Transposición 
Didáctica de Yves Chevallard y la Teoría de Representaciones Semióticas de 
· .. · · · Raymud Duval, principalmente. 
2.1 LA TEORÍA ANTROPOLÓGICA DE LO DIDÁCTICO 
El enfoque antropológico de lo didáctico se inscribe dentro del marco 
general de la didáctica fundamental. La cuestión esencial que pone en relieve dicho 
marco teórico, y que supone una franca ruptura con el punto de vista "clásico" en 
didáctica, consiste en postular la necesidad básica de modelizar el conocimiento 
matemático que se enseña y aprende en la institución escolar. El instrumento teórico 
que la didáctica fundamental utiliza para desarrollar este proyecto son las 
situaciones fundamentales. Esta es una perspectiva local que aborda la problemática 
didáctica a partir del estudio del funcionamiento del sistema didáctico. 
El enfoque antropológico, adopta, un punto de vista institucional, 
inscribiendo a la problemática didáctica dentro del marco general de las prácticas y 
actividades humanas. Claro está que este enfoque consigue su ac,tual formulación a 
través de la consumación de sucesivos pasos, en cada uno de los cuales se fueron 
introduciendo nuevos elementos e instrumentos para puntualizar y abordar dicha 
problemática 
El primer punto realizado consistió en poner de manifiesto, al igual que en la 
didáctica fundamental, el hecho de que en toda problemática didáctica existe una 
componente matemática esencial. Pero no se trata de un simple ingrediente que se 
añade al problema~ por el contrario, es una cuestión que determina en gran medida 
el tipo de dificultades que se desarrollan en dicha problemática, como por ejemplo 
aquellas relativas a la práctica docente del profesor y al aprendizaje de los 
estudiantes. Como consecuencia de este principio epistemológico para la didáctica, 
queda establecido un principio metodológico elemental: para lograr comprender con 
profundidad un problema didáctico es necesario estudiar como primera cuestión el 
contenido matemático involucrado. Lo cual se puede expresar de otra manera, 
diciendo que el estudio del conocimiento matemático implicado en una 
problemática didáctica específica es una vía de acceso para el estudio de los 
fenómenos didácticos subyacentes. Chevallard (1992) 
Esta afirmación establece que el conocimiento matemático es problemático 
en sí mismo para la didáctica. Tal como se ha visto, este es un punto de vista 
francamente opuesto al tradicionalmente adoptado que considera que la matemática 
en sí misma es lo suficientemente coherente, rigurosa y formal como para tener que 
cuestionarla. De todas formas, recordemos que algunos paradigmas de investigación 
han puesto algunos modelos epistemológicos del conocimiento matemático 
elaborados a partir de consideraciones de tipo cognitiva~. Sin embargo, dichas 
propuestas no responden a cuestiones especificas sobre las condiciones de 
emergencia y construcción de estos saberes sino más bien obedece a la necesidad de 
dar un marco general dentro del cual se inscriban dichos conocimientos. Esto es, 
más que modelos que establecen los mecanismos de "construcción" de los saberes 
matemáticos, son modelos que pretenden una "clasificación" de dichos conceptos 
partiendo de sus respectivas definiciones "sabias" aceptadas sin ningún tipo de 
cuestionamiento previo. Así, se defmen categorías de conceptos en el sentido 
estrictamente matemático, por ejemplo el de ecuación, y se presentan algunos 
ejemplares de dicho concepto, por ejemplo "ecuación de primer grado", "ecuación 
cuadrática", etc. De esta forma, estos modelos no dan cuenta ni de las razones de ser 
de dichos conocimientos ni del tipo de actividad que permite su correspondiente 
emergencia al parecer como objetos necesarios para el estudio de un determinado 
tipo de problema. 
En esta ~rimera fase se desarrolla el proyecto de problematizar el 
conocimiento matemático a partir de la evidencia señalada por Chevallard relativa a 
la distancia que existe entre el conocimiento matemático "sabio" y su 
correspondiente conocimiento de "enseñanza". En efecto, el conocimiento 
matemático sufre sucesivas adaptaciones desde su funcionamiento la comunidad de 
matemáticos, hasta el que se creará para poder ser enseñado en las instituciones 
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didácticas. Este importante postulado, al que este autor ha llamado la transposición 
didáctica de un "saber sabio" para devenir en un "saber que se tiene que enseñar" y, 
posteriormente, un "saber enseñado", pone de relieve la necesidad fundamental 
para la didáctica de porblematizar el conocimiento matemático que se enseña. 
Chevallard (1991) 
Dentro de esta pnmera formulación teórica, Chevallard introduce las 
nociones de "saber sabio", "saber que se tiene que enseñar" y "saber enseñado" 
cuyas nomenclaturas evocan de forma clara los diferentes estatutos que a cada uno 
de estos saberes le corresponde. Además aparecen nociones que van a permitir 
modelizar el conocimiento matemático desde una perspectiva antropológica más 
amplia de la actividad matemática Así por ejemplo aparecen los objetos 
protomatemáticos, paramatemáticos y matemáticos que hacen referencia al proceso 
de emergencia y posterior formalización de un determinado conocimiento 
matemático para devenir en un "objeto de saber" u "objeto matemático". 
Al mismo tiempo, aparece la noción tiempo didáctico o tiempo de la 
enseñanza relacionado con la programabilidad de la adquisición del saber. Esto es, 
la exigencia de progresión ordenada en el tiempo del "saber que debe ser enseñado" 
supone la creación de una estructura homogénea y lineal de la sucesión de "objetos 
de conocimiento". El motor que hace posible esta progresión resulta ser la dialéctica 
antiguo 1 nuevo. En efecto, para que un objeto de saber pueda ser aceptado como un 
objeto de enseñanza debe ser introducido mostrando dos caras contradictorias entre 
sí. En un primer "momento" debe aparecer lo suficientemente nuevo que resulte 
interesante su respectiva enseñanza y aprendizaje y permita hacer avanzar el tiempo 
didáctico. Pero también debe aparecer como un objeto antiguo de tal forma que los 
estudiantes puepan relacionarlo o identificarlo como un elemento del universo de 
objetos ya conocido. 
En esta perspectiva de objetos de saber, surgen además las nociones de 
topogénesis y cronogénesis didácticas del saber. La primera tiene relación con el 
lugar, "el topos", que le corresponde a cada uno de los miembros participantes del 
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proceso didáctico en relación con el saber enseñado. La segunda, con la idea de 
reprogramación del "reloj" didáctico para evitar la obsolescencia interna que 
produciría la detención del tiempo, esto es, con el avance progresivo, acumulativo e 
irreversible de la construcción - o introducción - de nuevos objetos de saber 
durante el proceso didáctico. 
Es importante señalar que el fenómeno de transposición no es exclusivo de 
las instituciones de enseñanza, por el contrario, allí donde exista el proyecto de 
importar conocimientos construidos en otras disciplinas o instituciones se 
manifestará dicho fenómeno. No obstante, en las instituciones didácticas se produce 
de manera paradigmática. Como primera cuestión no se enseña todos los 
conocimientos sabios sino que son escogidos algunos de ellos con base a ciertos 
criterios elaborados por esta institución bajo la influencia de todo tipo de 
requerimientos entre ellos culturales y sociales. Y aquí ya hay un primer síntoma 
claro de este fenómeno puesto que al escoger solamente algunos saberes habrá que 
organizar una articulación consistente y suficjerlte entre ellos. Esto quiere decir que 
se deberá modificar sus razones de ser primitivas y adaptarlas a nuevas 
necesidades, a las necesidades didácticas, lo que supone además cambiar sus 
respectivas estructuras, etc. 
No obstante la gran importancia y trascendencia de esta primera teorización, 
los instrumentos utilizados en la misma no permiten formular de manera precisa un 
modelo del conocimiento matemático que explicite su estructura. 
La siguiente etapa en este sentido consistió en la introducción de la 
problemática ecológica del conocimiento matemático. En esta se pone de manifiesto 
la naturaleza "sistémica" del mismo, al advertir su estructura organizada en un 
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conjunto jerarqüizado de objetos íntimamente relacionados entre sí, y donde existen 
ciertas leyes que van a regular las "condiciones de existencia" de cada uno de 
estos. Por tanto, esta perspectiva pone de relieve la necesidad de considerar las 
interrelaciones existentes entre, por un lado, los distintos objetos matemáticos y, por 
otro, entre estos y el sistema matemático global. Los opjetos matemáticos se 
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consideran como los "organismos vivos", y el sistema matemático su "medio". La 
cuestión esencial es que las condiciones de existencia de un objeto matemático, o 
su forma de vida, vienen determinada por el tipo de relación que tiene con su 
"medio" y por su propia "composición genética". Luego si las condiciones o "leyes 
de existencia" de un objeto matemático son transgredidas por los motivos que sean, 
corre un grave peligro de extinción. El enfoque ecológico proporciona pues un 
marco interpretativo que permitirá examinar el conocimiento - sistema -
matemático. Pero, todavía faltan instrumentos para poder describir su estructura 
específica. De momento, sólo se logra poner de relieve la necesidad de modelizar el 
conocimiento matemático como sistema, Chevallard (1992). 
El tercer gran paso consistió entonces en la introducción de la problemática 
antropológica del conocimiento matemático, cuyo mayor refmamiento y 
culminación se alcanzará más tarde con la creación de la teoría de los momentos 
didácticos. La cuestión inicial que se destaca es el carácter institucional de las 
prácticas humanas, en particular las matemáticas. Esto es, toda actividad es 
realizada en el seno de una comunidad -aunque ésta esté constituida 
provisionalmente por una única persona- que a su vez se encuentra inserta en una 
comunidad o institución más general. Esta distinción pone de relieve que ningún 
individuo actúa en soledad, por el contrario, se encuentra "sujeto" a cierto tipo de 
restricciones impuestas por la institución a la cual pertenece, las que van a 
determinar en gran medida los márgenes y condiciones dentro de los cuales puede 
actuar. Estas restricciones vienen determinadas por el tipo de preocupaciones, del 
interés o el "objeto de estudio" que ha suscitado la fundación de dicha institución. 
De esta manera, se propone una axiomática fundamental que permitirá 
abordar la pr¡oblemática desde el punto de vista institucional y que ha sido 
comúnmente conocida como la teoría de la relación al saber. Las nociones 
elementales de esta teoría son las de objeto y relación al objeto, y el postulado 
básico consiste en que objeto y relación al objeto son inseparables. Esto es, un 
objeto queda determinado por lo que con él se hace, es decir, por el tipo de relación 
que existe con él. Aparecen además dentro de esta axiomática los objetos 
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primitivos: "institución", "persona" y ''posición de una persona dentro de una 
institución". A partir de aquí se propone un tratamiento institucional y personal de 
los objetos matemáticos. Así, la "relación institucional a un objeto o" que se designa 
por R (I,o) consiste en el tipo de caracterización que del objeto o existe en la 
institución 1- tipo de tareas que se realizan con este objeto-. La "relación personal 
al objeto o" que se expresa por R (X,o) se define como el conjunto de tareas que la 
persona X puede o sabe realizar con el objeto o, Chevallard (1994) Además de 
introducir la dimensión institucional, la noción de relación a un objeto también 
permite ''materializar" en un sistema integrado de prácticas la noción cultural de 
conocimiento (entendido generalmente como un sistema conceptual o, más 
simplemente , como algo que ocurre "en nuestra cabeza"). 
No obstante la mayor potencia de esta nueva axiomática con relación a la 
anterior, todavía continúa siendo dificil el proyecto específico de la modelización 
del conocimiento matemático. Sin embargo, aparecen nuevos elementos de análisis 
que van a permitir tener una visión más depurada de la problemática didáctica. Por 
ejemplo, la relatividad que supone la expresión "conocer el concepto de número 
decimal infinito no periódico", "saber resolver problemas de medida", "enseñar el 
concepto de número irracional". Todas estas nociones dependen de la institución 
donde se planteen y del tipo de reli:tción institucional establecida. Así, no es lo 
mismo conocer el concepto de "número irracional" en la escuela secundaria que en 
un curso de Álgebra en la universidad, e incluso no es lo mismo "conocer el 
concepto número real" en un curso de Análisis Real que en un curso de Álgebra, a 
pesar de pertenecer ambos a. la institución universitaria. Por ejemplo, en la 
Universidad Nacional de Educación "Enrique Guzmán y Valle" Lima-Perú, en un 
primer curso de Análisis, se presenta la axiomática de los números reales y se 
estudian sus propiedades métricas y topológicas; en un segundo y tercer curso de 
Álgebra se presenta la axiomática de Peano, se construyen los sistemas numéricos, 
Z, Q y R mediante relaciones de equivalencia y conjuntos cocientes; luego se los 
incluyen como ejemplos de estructuras algebraicas de monoide, grupo, anillo y 
campos. 
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Este hecho permite poner claramente de manifiesto el delicado problema que 
se produce cuando se adopta en una institución particular un conocimiento 
construido en otra para ser ''utilizado". Al mismo tiempo, esta perspectiva teórica 
proporciona unos recursos básicos y un lenguaje para describir el fenómeno 
transpositivo implicado. En efecto, dado ·que las instituciones se crean para 
responder a cuestiones particulares, por lo que sus objetos de estudio son 
claramente diferentes y los objetos con los cuales trabajan obedecen a formas 
particulares de hacer, las relaciones institucionales a un mismo objeto variarán en 
función de la distancia que exista entre los respectivos objetos de estudio de cada 
institución. 
Tal como lo expresa Chevallard en su primera propuesta, se requiere de un 
proceso adaptativo del conocimiento matemático para que el proyecto de su 
respectiva enseñanza sea viable. Recordemos además, que la problemática ecológica 
complica enormemente dicho proyecto. Pero no se trata de obstaculizar esta tarea de 
didáctica, sino de poner -en evidencia la~ restricciones para propiciar los 
instrumentos más eficaces. Uno de los objetivos fundamentales de la didáctica es 
justamente modelizar este conocimiento para que su correspondiente adaptación 
pueda vivir en la institución de enseíianza. 
Hasta este momento se sabe que el conocimiento matemático es 
esencialmente un sistema de objetos relacionados entre sí y organizados por un 
régimen jerarquizado de relaciones, que los objetos se construyen y definen dentro 
de un marco institucional particular y de allí la necesidad de transformar los 
conocimientos de una institución para ser utilizados en otras. También, que los 
objetos se defmen por medio de la relación institucional establecida con este en el 
seno de esta ~nstitución y viceversa, la que no tiene porqué coincidir con la relación 
personal que tenga un sujeto de esa misma institución a este mismo objeto. Sin 
embargo hace falta instrumentos más eficaces para realizar el proyecto de 
modelización del conocimiento matemático. Esta cuestión será eficazmente tratada 
con la siguiente y última teorización sobre los momentos didácticos. 
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2.1.1 PRAXEOLOGIA MATEMÁTICA. 
La primera observación que se realiza en esta fase de desarrollo tiene que 
ver con la naturaleza del trabajo matemático que lo sitúa dentro del marco más 
amplio de actividad huma..lla, esto es, Chevallard advierte que el conocimiento 
matemático es el producto destilado de una actividad de estudio sistémica e 
intencionada de un tipo de cuestiones que resultan problemáticas para una 
determinada comunidad. (de investigadores matemáticos u otros) De esta forma se 
pone de manifiesto que la actividad matemática, al igual que toda actividad, 
responde a unas razones de ser específicas -los tipos de problemas- que tienen que 
ver con las características de la comunidad de personas que se la plantea, y con los 
instrumentos que disponen para abordarlos. Luego, el proyecto consiste en convertir 
aquellas tareas problemáticas inicialmente propuestas en tareas rutinarias, es decir, 
realizables de forma relativamente fluida y directa, de manera eficaz Chevallard, 
Bosh y Gascón (1997). Más aún, se trata de elaborar un "saber hacer" que permita 
realizar dicha tarea- y otras más del mismo tipo-. 
En esta actividad se puede distinguir dos niveles diferentes pero inseparables 
que se van construyendo y definiendo en un proceso dialéctico entre ambos. El 
primero tiene que ver con el saber hacer o practicas concretas que se realizan para 
estudiar cierto tipo de problemas y cuestiones y las distintas maneras de abordarlos 
y resolverlos, esto es las técnicas. Ambos ingredientes constituyen lo que 
Chevallard denomina la praxis. Cabe señalar aquí que la noción de técnico aparece 
utilizada en un sentido amplio de maneras de hacer o gestos que se realizan para 
realizar una determinada tarea. En este sentido, los algoritmos matemáticos 
aparecen como casos particulares de técnicas matemáticas, puesto que la utilización 
de una téc~ca matemática en general supone un nivel de incertidumbre importante 
en el que frecuentemente se verán levemente modificadas para ser utilizadas en los 
casos específicos. En el segundo nivel se encuentran los discursos que describen, 
explican y justifican las técnicas que se utilizan y que constituyen la tecnología, esto 
es, la teoría. Estos dos elementos conforman el lagos para la praxis y se 
corresponden con el saber (en sentido restringido). 
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De esta manera, praxis y lagos se hallan íntimamente relacionados y la 
articulación de ambas permite dar forma a lo que este mismo autor denomina una 
praxeología matemática. El refinamiento continuo de esta praxeología, esto es la 
mayor delimitación de los tipos de problemas conjuntamente con la evolución y 
puesta a püiito de las técnicas en estricta concordancia con la tecnología y teoría que 
las avalan producirá como resultado fmal una organización matemática. Así, toda 
organización responde a unas cuestiones concretas y se caracteriza por el uso de un 
tipo particular de técnicas matemáticas útiles para el estudio lo que supondrá una 
tecnología pertinente y necesaria para las mismas que se apoyan en una teoría 
específica. Es por ello que Chevallard utiliza como sin,ónimo de esta noción teórica 
la idea de obra matemática. 
A continuación se presenta una cita recientemente elaborada por este autor, 
en la que presenta de manera muy precisa y completa una descripción resumida de 
todos los aspectos de la actividad matemática y su estructura: 
"En toda institución, la actividad de las personas que ocupan una posición 
dada se declina en diferentes tipos de tareas T, realizados mediante cierta manera de 
hacer, o técnica, t. El par [T/t] constituye, por definición, un saber-hacer. Pero dicho 
saber-hacer no podría vivir de manera aislada, requiere un entorno tecnológico-
teórico , o saber (en sentido restringido), formado por una tecnología, (} , "discurso" 
racional (logos) que supuestamente justifica y hace inteligible la técnica ( tekhné), 
y que justifica y aclara a su vez por una teoría e , generalmente evanescente. El 
sistema formado por estos cuatro componentes, denotado: [T /ti(} 1 e ], constituye 
entonces una organización praxeológica o praxeologia, denominación cuyo 
principal mérito es el de recordar la estructura bífida de dicha organización, con su 
parte pljáctico - técnica [T/t] (saber - hacer), relativa a la praxis, y su parte 
/. 
tecnológico - teórica [ (} 1 e] (saber), relativa al logos. [ ... ] Partimos aquí del 
postulado que toda acción humana procede de una praxeología, admitiendo por 
supuesto que dicha praxeología pueda estar en curso de elaboración, o, también, 
que su construcción se haya detenido -tal vez definitivamente, a escala de una vida 
humana o institucional-, fijándose en un estado de incompletitud o de subdesarrollo, 
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con por ejemplo, un tipo de tareas mal identificado, una técnica apenas esbozada, 
una tecnología incierta, una teoría inexistente". 
En síntesis, se ve cómo el propósito de modelizar el conocimiento 
matemático es alcanzado con creces. En ·efecto, no sólo se pone de manifiesto- la 
estructura del conocimiento matemático por medio de la noción teórica de 
organización matemática y sus diferentes ingredientes tipos de problemas, técnicas, 
tecnología y teoría Además, se introduce un modelo de proceso de estudio o 
proceso didáctico de una obra matemática. La clave para esta nueva elaboración 
teórica es la noción de estudio que, entre otras cosas, va a permitir la articulación 
"coherente" y "pertinente" entre los procesos de enseñanza y aprendizaje de las 
matemáticas en vías de alcanzar el propósito del proyecto educativo en el cual se 
inscriben. De hecho, dichos procesos son aspectos particulares del proceso de 
estudio. El término estudio es considerado en un sentido muy amplio que incluye 
tanto la actividad matemática que realizan los investigadores como la que realizan 
los alumnos. 
La herramienta teórica que se introduce para modelizar el proceso de estudio 
de una organización matemática es la teoría de los momentos didácticos, esta teoría 
resulta ser fundamental para nuestra investigación ya que es el instrumento que 
utilizamos para analizar, entre otras cosas, la práctica profesional del profesor. Es 
por ello que dedicaremos más adelante un apartado para su respectiva presentación. 
De momento vamos a describir a grosso modo la problematización que dio como 
resultado dicha propuesta teórica. 
La cuestión que da origen a esta propuesta teórica es el propósito de 
articular dos problemas mutuamente .dependientes pero que obedecen a distintas 
! 
aspectos o dimensiones de la actividad matemática. En efecto, por un lado tenemos 
organizaciones matemáticas caracterizadas por sus distintos componentes y que 
hace referencia a una constitución estática del trabajo matemático: el producto de 
dicho trabajo, esto es, lo que se llama comúnmente la matemática o el conocimiento 
matemático. Por otro lado, tenemos el proceso de creación o de construcción de este 
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conocimiento, proceso dotado de una estructura dindmica o funcional: el proceso de 
construcción del conocimiento matemático. Vemos de esta manera la presencia de 
dos dimensiones diferentes del trabajo matemático pero inseparables, existiendo una 
dialéctica entre ambas: son de hecho dos caras de una misma moneda: la dimensión 
estática-remite a un proceso de creación consumado y- fa dinámica al proceso mismo 
de creación- o recreación-. 
Pues bien, la moneda que contiene ambas caras es el proceso de estudio. En 
efecto, el proceso de estudio de una organización matemática presupone la 
existencia inicial de la organización que se va a estudiar, pero el estudio de la 
misma es también, en un sentido amplio, un proceso de creación, o digamos, de 
recreación. Así mismo, el construir una organización matemática contempla el 
estudio de la misma. De hecho, podríamos decir que una organización matemática 
es el resultado del proceso de estudio realizado sobre ella misma. En palabras de 
estos autores: "[ ... ] elaborar una praxeología matemática supone para cualquier 
"estudiante", ya sea matemático, investigador o alumno de matemáticas, entrar en 
un proceso de estudio[ ... ]" (Chevallard Bosch y Gascón 1997,p. 275) 
Luego, el proceso de estudio de una obra matemática engloba a estos dos 
aspectos del trabajo matemático. El primero de ellos es modelizado, como hemos 
visto, por medio de la noción teórica de organización matemática. El segundo, 
mediante la teoría de los momentos didácticos que modeliza la realidad "funcional" 
del proceso de estudio, y que trataremos a continuación. Para finalizar diremos que, 
dado que a lo largo de un proceso de estudio una persona "elabora" una 
organización matemática, interpretaremos en este sentido el trabajo del alumno 
como una actividad de recreación de una determinada obra matemática escolar. 
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2.t.i. LA ESTRUCTURA DEL PROCESO DE ESTUDIO: LAS SEIS 
DIMENSIONES. 
Lo primero que hay que señalar aquí es que la noción de estudio se aplica a 
un ámbito más amplio que la sola sala de clases, e incluso, más general que las 
propias instituciones didácticas. De esta forma se postula que " ... , hay un proceso 
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de estudio relativo a las matemáticas, cada vez que alguien se ve llevado a estudiar 
matemáticas o cada vez que alguien ayuda a otro y otros a estudiar matemáticas" 
(op.cit., 1997,p.57). 
Claro está entonces que los procesos de estudios pueden existir en múltiples 
instituciones de nuestra sociedad. Ahora bien, lo que sí es específico de esta noción 
es la estructura no homogénea que lo caracteriza. En efecto, el proceso de estudio se 
encuentra organizado en distintas dimensiones o momentos las cuales pueden estar 
presentes simultáneamente. Aquí la palabra momento está tomada en el sentido de 
aspecto o dimensión, y no en el sentido cronológico o temporal como su nombre 
podría introducirnos a pensar. Una aproximación más cercana a esta podría ser la 
idea de dimensión matemática de un espac~o, por ejemplo de R2, que nos indica la 
forma genérica que debe tener todo punto de dicho espacio. Así los momentos se 
encuentran distribuidos a lo largo de todo el proceso de estudio de forma no 
uniforme, y además, cada uno de ellos puede no ser vivido de una sola vez. Veamos 
la manera en que Chevallard se refirió recientemente a la noción de momento del 
estudio. 
La noción de momento no remite más que en apariencia a la estructura 
temporal del proceso de estudio. Un momento, en el sentido dado a la palabra aquí, 
es en primer lugar una dimensión de un espacio multidimensional, un factor es un 
proceso multifactorial. Claro está que una gestión sana de estudio exige que cada 
uno de los momentos didácticos se realice en el momento oportuno, o más 
exactamente, en los momentos oportunos. -porque un momento del estudio se 
realiza generalmente en varias veces, en forma de una multiplicidad de episodios 
dispersos en el tiempo. Notares al respecto que, aunque sea habitual ordenar los 
distiptos momentos didácticos (hablando en primer momento del segundo momento, 
etc.), el orden indicado es de hecho ampliamente arbitrario porque los momentos 
didácticos son en primer lugar una realidad orgánica del estudio antes de ser una 
realidad cronológica. Chevallard (1998) 
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El proceso de estudio se organiza a través de seis momentos distintos, cada 
uno de los cuales queda caracterizado en función de la organización matemática que 
se estudie y sus distintos componentes. Este doble aspecto de la actividad lo 
consideramos anteriormente, no obstante recordaremos que estudiar una obra 
matemática, estt:f e·s, entrar en un proceso de- estudio, es iriseparabh~ de la estructura 
de la obra que se estudia. Es importante señalar además, que cada uno de los seis 
momentos de estudio desempeña una función específica necesaria para llevar a 
buen término dicho proceso. Esto es, no hay momentos más importantes o más 
"nobles" que otros, por el contrario, se trata de un único proyecto, el desarrollo del 
estudio que será únicamente viable mediante la articulación de todos y cada uno de 
éstos. Al respecto Chevallard y otros señalan la existencia de un principio 
democratizador donde todos los momentos aparecen igualmente considerados. 
Chevallard, Bosch y Gascón (1997) 
Antes de pasar a describir cada uno de dichos momentos vamos a considerar 
en qué sentido la problemática didáctica se ve redefinida a partir de la introducción 
de elementos teóricos de análisis: estudio y proceso de estudio. 
LA NOCION DE "ESTUDIO" 
La nueva noción de estudio resulta extremadamente importante en este 
enfoque. Se postula que " ... , el estudio es el corazón del proyecto educativo de 
nuestra sociedad". ( Op. Cit, 1997) Este concepto permite situar las distintas 
componentes que tradicionalmente se han considerado como fundamentales dentro 
de la problemática didáctica, esto es, la enseñanza y el aprendizaje, dentro de tin 
marco más general. Así, la enseñanza aparece como un "medio para el estudio" y 
el aprendizaje como el objetivo del mismo. Ambos son aspectos particulares del 
1 
próceso de estudio, y no tiene sentido en sí mismo como entidades abstractas puesto 
que tanto el uno como el otro se deben al proyecto antes señalado. 
Surge de esta manera una nueva concepción de la didáctica de las 
matemáticas. Dado que la didáctica se identifica con todo aquello que se relacione 
con el estudio y con la ayuda la estudio, el ámbito de la didáctica de la matemática 
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trasciende las fronteras de las instituciones didácticas -o de enseñanza- ubicándose 
en el marco más amplio de la investigación de cualquier proceso de estudio de las 
matemáticas. En palabras de estos autores: 
"La didáctica de las matemáticas es la ciencia del estudio y de la ayuda al 
estudio de las matemáticas. Su objetivo es llegar a describir y caracterizar los 
procesos de estudio -o procesos didácticos- de cara a proponer explicaciones y 
respuestas sólidas a las dificultades con que se encuentran todos aquellos (alumnos, 
profesores, padres, profesionales, etc.) que se ven llevados a estudiar matemáticas o 
a ayudar a otros a estudiar matemáticas." 
Claro está que, al igual que en el trabajo matemático,· dentro del trabajo 
didáctico se elaboran ciertas praxeologías con sus propios ingredientes: tipos de 
problemas didácticos, técnicas didácticas, tecnología y teoría didáctica, aunque 
frecuentemente aparezcan implícitas o vagamente descritas dentro de dicha 
actividad. Al mismo tiempo, hemos mostrado como lo didáctico y lo matemático, en 
el caso particular de la didáctica de la matemática, son de hecho inseparables. Claro 
está que, la cuestión que da origen a la modelización por "separado" de ambas 
problemáticas surge de la propia necesidad del análisis y no de la realidad mtsma 
que vamos a analizar. 
Dicho esto, vamos a referirnos aquí a las organizaciones didácticas (de las 
matemáticas) y sus distintos componentes. Los tipos de problemas didácticos, como 
hemos dicho, consisten esencialmente en investigar las leyes que rigen el proceso de 
estudio de una organización matemática específica que se desarrolla en una 
institución didáctica particular. A partir de este análisis se podrán posponer algunas 
alternativas didácticas de cara a modificar, por lo menos parcialmente, dicho 
J. 
proceso. 
Las técnicas didácticas son las técnicas que se utilizan en el estudio y en la 
dirección del estudio. Responden a la pregunta "¿cómo estudiar tal obra?". 
Recordemos que en el enfoque antropológico la palabra técnica es utilizada en el 
sentido amplio de maneras de hacer, que puede ser descrita en términos de 
34 
dispositivos - la parte material de la técnica- y de gestos. Del mismo modo, hemos 
explicitado que el estudio de una organización matemática, en el marco de las 
instituciones didácticas, hace parte de un proyecto común entre el profesor que 
ayuda para el estudio y los alumnos que estudian. Es por ello que las técnicas 
. didácticas . son esendalmerite compartidas, de colabo~ación .. entre los distintos 
miembros que participan en dicho proyecto. Claro está que existiendo algunas 
diferencias claras entre la función que desempeña el profesor, como director del 
estudio, y la de los estudiantes-alumnos, podremos encontrar técnicas -{) ciertos 
aspectos de una técnica- utilizadas principalmente por el profesor al que llamaremos 
técnicas docentes. Del mismo modo, habrán técnicas empleadas por los alumnos en 
exclusiva, que podríamos llamar técnicas discentes. Esta disparidad entre las 
técnicas didácticas que utilizan el uno y los otros se puede explicar a partir de 
topos que le con·esponde a cada uno dentro del proceso de estudio. 
Finalmente la tecnología y teoría didáctica están constituidas por todos 
aquellos discursos y argumentos utilizados de forma más o menos explícita para 
justificar el tipo de técnicas didácticas, o maneras de proceder, utilizadas para 
abordar uila problemática didáctica especifica. De esta forma, el profesor como 
director del estudio utiliza una tecnología didáctica pero que se encuentra 
frecuentemente naturalizada y no cuestionada. Más adelante, examinaremos en qué 
consiste el sistema de tareas que realiza el profesor en su práctica profesional y los 
diferentes problemas a los que se ve enfrentado en la misma. A continuación, 
pasaremos a describir los distintos momentos del estudio. 
EL MOMENTO DEL PRIMER ENCUENTRO. 
El momento del primer encuentro es la dimensión del proceso de estudio en 
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la que se presenta un nuevo tipo de problemas para ser estudiado. Esto es, surge por 
primera vez una tarea problemática para una comunidad de estudio que no se sabe 
resolver y se decide, por los motivos que sea, hacer algo para conseguir resolverla. 
En el marco de la institución de enseñanza es el momento en que el profesor 
presenta un tipo de problemas y un entorno en el que aparecen los objetos 
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matemáticos que lo conforman. Sin la intensión de transgredir el pnnc1p1o 
"democratizador" antes mencionado, diremos que este momento del estudio marca 
el proceso de una manera especial. En efecto, en este se pueden mostrar las razones 
de ser o el tipo de cuestiones a las cuales responde dicho problema y cuya 
elucidación es un elemento importante del estudio. Claro está que estas razones de 
ser iniciales y "escolares" no tienen por qué coincidir con las razones de ser reales o 
"sabias". Esto tiene que ver con el tipo de transposición didáctica realizada de la 
organización matemática en la cual se inscribe originalmente el nuevo problema que 
se presenta dentro de la institución particular en que se estudie. 
Así mismo, el primer encuentro puede jugar un papel importante para la 
"economía" del proceso, en particular para el aprendizaje de los alumnos. La 
creencia de que, dedicando grandes esfuerzos para introducir un tipo de problemas 
apelando a la dialéctica antiguo/nuevo y todo tipo de recursos, se logrará una 
excelente caracterización de las cuestiones que se quieren estudiar y además, se 
captará la atención y el interés de los estudiantes por entrar en dicho proceso está 
hoy día muy extendida, incluso entre los mismos didactas. Lo que sí es cierto es que 
el "coste" (o derroche) que ello suponga en términos de ''tiempo" y de "saberes" 
puede llegar a ser tan caro como el propio éxito del estudio. 
Desde el punto de vista de quien diseña el proceso de estudio, el primer 
encuentro puede ser realizado "espontáneamente" o de manera "organizada". 
Ambos casos dependen en gran medida del estatus que tengan los objetos 
matemáticos involucrados dentro de la institución didáctica específica. El primero 
tiene lugar cuando aparece un tipo de problema de manera súbita y no esperada. En 
este caso el éxito de su gestión dependerá de las circunstancias particulares de su 
1aparición y del tipo de instrumentos disponibles a los cuales se pueda recurrir en 
!. 
esta situación repentina. El segundo puede ser planificado de diferentes maneras que 
van desde el primer encuentro "cultural - mimético" al de la creación de una 
"situación fundamental" Chevallard (1998). 
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En el pnmer .encuentro realizado "espontáneamente", los objetos 
matemáticos implicados en el tipo de problema aparecen existentes fuera de clase, 
dentro de alguna práctica cultural. La cuestión entonces radica en buscar las razones 
de ser de estos objetos. De esta manera, los objetos aparecen desnaturalizados, 
como si ellos existieran como entidades autónomas y el problema sea ahora, o bien 
buscar sus razones de ser, o bien, aplicarlos a una situación particular. La mayor 
dificultad que se presenta en este tipo de primer encuentro es que las razones de ser 
de los objetos matemáticos no siempre están en la cultura y hay que buscarlas en la 
institución sabia, corriendo el riesgo de degradar la obra en una imitación de la 
práctica de referencia. Esto es, producir una desnaturalización que puede conducir al 
extremo de la algoritmización del problema. Veremos más adelante un ejemplo de 
esta situación en nuestro análisis. 
En el otro extremo cuando se trata de "organizar" el momento de un primer 
encuentro, se plantea el problema de la creación de una situación fundamental que 
haga emerger posteriormente los objetos matemáticos implicados y que permita dar 
respuesta a una cuestión central. En este tipo de primer encuentro puede suceder que 
dichas cuestiones estén bastante distantes de las cuestiones a las que, 
históricamente, responde a la obra matemática, generándose una posterior necesidad 
de relacionar estas razones de ser "ficticias" con las originales. 
Por otro lado, a menudo el tipo de problemas que sustenta el 
momento del primer encuentro no es más que una excusa para organizar un primer 
encuentro con una técnica. Por esto que Y. Chevallard, lo ha definido recientemente 
en el sentido más amplio de primer encuentro con una organización problemática. 
EL MOMENTO EXPLORATORIO 
El momento exploratorio es la dimensión del proceso de estudio donde tiene 
lugar la indagación más específica de un tipo de problemas previamente encontrado 
o presentado. Su función principal consiste en alcanzar una mayor comprensión 
sobre sí mismo, de distinguir los diferentes objetos matemáticos implicados en su 
definición e intentar definir una "estrategia" para abordarlo. De hecho, es la etapa 
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que permite establecer las fronteras del tipo de problemas en cuestión, y relacionarlo 
con la construcción de una técnica para su correspondiente estudio. El momento 
exploratorio acaba cuando ésta emerge, aunque sea implícitamente. 
Análogamente desde el marco de la institución de enseñanza, es el momento 
en que el profesor hace vivir unos objetos recientemente introducidos dentro de la 
problemática anunciada en manos de los estudiantes. Aquí se recupera el trabajo 
realizado por los alumnos anteriormente que resulte necesario para abordar el 
problema en cuestión y articularlo con la nueva tarea. Dentro de este "ir y venir" se 
comienza a esbozar la, o las, técnicas que permitirán resolver dicho problema. El 
propósito de esta dimensión, como hemos dicho, es alcanzado cuando la técnica 
aparece de forma clara aunque no sea explícitamente. 
Dado que el proceso didáctico es fundamentalmente un proyecto común 
entre profesor y alumnos para estudiar determinadas organizaciones matemáticas 
escolares, las técnicas didácticas que rigen dicho proceso son, como hemos dicho 
antes, esencialmente compartidas. Se trata de una tarea cooperativa entre el profesor 
que organiza y gestiona el estudio y los alumnos que estudian. De ahí que las 
diferentes dimensiones del estudio emeijan y sean vividas por toda la comunidad de 
estudio, y no sólo por el profesor -o por los alumnos-. En particular, la (o las) 
técnica(s) para estudiar un determinado problema emerge en la comunidad. 
Ahora bien, tal como hemos mencionado anteriormente, existen algunas 
diferencias claras entre las funciones que le corresponden en exclusiva al profesor 
en dicho proceso y las que corresponden al alumno. Para materializar esta idea 
Chevallard introduce la noción de "topos" que consiste en el "lugar" donde una 
persona tiene la sensación de desempeñar un papel propio, en el que actúa bajo su 
única responsabilidad. Esto· es, el conjunto de tareas donde el estudiante, o el 
profesor es el actor principal, donde actúa con autonomía didáctica Chevallard 
(1991). Esta noción la retomaremos más adelante. 
En el caso particular de esta dimensión del estudio, la técnica puede emerger 
en manos de los alumnos o ser presentada directamente por el profesor. No obstante, 
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veremos más adelante que el ''topos" del profesor puede ser en algunas ocasiones, y 
dentro de algunas dimensiones del estudio, claramente diferente del ''topos" del 
alumno. 
Es importante señalar aquí que, en oposición a la .consideración bastante 
extendida hoy en día que propugna la constante exploración "autónoma" de los 
alumnos de algunos problemas, el proceso de estudio no termina - ni puede 
terminar- en esta dimensión exploratoria del estudio. En efecto, la tendencia 
"modernista" que defiende fuertemente la actividad "creativa" de los alumnos, 
concede una importancia sustancial a las dos primeras dimensiones del estudio al 
considerarlas como las menos sujetas a restricciones técnicas, algorítmicas o de 
otro tipo. Esta manera de concebir el trabajo matemático de los alumnos ignora que 
en estas dimensiones las técnicas aparecen de formas aún inestable o rudimentaria, 
siendo necesario todavía poder rutinizarlas, dominarlas, flexibilizarlas, modificarlas, 
describirlas, explicarlas y justificarlas. Además, el hecho de autentificarlas como 
"maneras de hacer" legítimas permitirá que los estudiantes las "fijen" como 
elementos que pertenecen a una organización matemática específica que permite 
resolver cierto tipo de tareas. De igual forma, todavía queda como cuestión 
pendiente cuáles son los alcances de estas técnicas, cual es el tipo de problema más 
general que permiten resolver, como se puede evaluar sus respectivas potencia, etc. 
Vemos pues que el proceso de estudio en esta dimensión se encuentra recién en sus 
inicios. 
EL MOMENTO DEL TRABAJO DE LA TÉCNICA 
Una vez que las técnicas para el estudio de un tipo de problemas anunciado 
han aparecido de forma visible como resultado de la exploración del mismo dentro 
·del proceso didáctico, se inicia el trabajo específico sobre éstas para lograr su 
respectiva rutinización y posterior naturalización. Así, esta dimensión del proceso 
tiene asignadas distintas funciones o tareas, la puesta a punto de las técnicas, la 
búsqueda de relación entre ellas, el análisis de las limitaciones y potencia de cada 
una, la determinación del rango de validez de cada una, e incluso llevarlas hasta sus 
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últimas consecuencias, llegando a proponer, si fuera oportuno, alguna modificación 
o ampliación a las mismas. 
Dentro de este momento, además de procurarse el dominio robusto de las 
. técnicas hasta el p~nto de su respectiva rutinización, pueden aparecer necesidades 
tecnológicas y teóricas para explicar, justificar y hacer inteligibles los gestos que se 
realizan. Dichas necesidades pueden eventualmente sugerir la construcción de 
nuevas técnicas. Es por ello que esta dimensión del estudio, aunque 
peyorativamente considerada y severamente juzgada por el sistema de enseñanza 
actual, desempeña un doble papel dentro del proceso. El primero consiste en 
promover la creación de nuevas técnicas y eventualmente de nuevos objetos 
matemáticos necesarios para construirlas. El segundo haciendo de puente 
intermediario entre la búsqueda de técnicas para el estudio de un tipo de problemas 
realizado en el momento exploratorio y las explicaciones y justificaciones que se 
establecerán en el momento tecnológico-teórico para las mismas. 
Por consiguiente, frente a cualquier gestión reduccionista de esta dimensión 
se puede desatar importantes dificultades que afecten el buen desarrollo del proceso 
de estudio. De hecho, al no existir un vínculo concreto entre el trabajo exploratorio 
de un tipo de problemas con la tecnología y teoría que lo justifica, se puede producir 
un divorcio entre la praxis y logos muy dificil de resolver. 
Claro está que dentro del universo de lo posible se puede proceder a distintas 
formas para hacer vivir este momento de la técnica. Por ejemplo una de ellas puede 
consistir en "fijar" la técnica construida y variar los tipos de problemas que ella 
permite abordar y resolver. En este caso se tendrá que construir nuevas técnicas. 
Veamos pues que en esta situación ellogos surge por necesidades "reales" derivada 
de la praxis. 
En el otro extremo del rango de posibilidades podemos encontrar otro tipo 
de gestión. Se puede dejar "fijo" el tipo de problemas y hacer variar la técnica para 
su respectivo estudio. Claro está que al no variar el tipo de problemas las 
necesidades de modificación para las técnicas es "ficticia". Esta suele ser la 
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situación comúnmente presente en el sistema de enseñanza actual, donde las 
técnicas aparecen utilizadas de una forma rígida e incuestionable. Es decir, las 
técnicas no surgen desde un trabajo exploratorio de un campo de problemas sino 
que aparecen como un objetivo en sí mismo. En efecto, el uso repetitivo de una 
técnica no puede generar necesidades tecnológicas y teóricas. 
EL MOMENTO TECNOLÓGICO TEÓRICO 
Dentro del enfoque antropológico el término tecnología, tal como hemos 
visto, hace referencia al conjunto de conocimientos que se utilizan para explicar, 
interpretar, hacer inteligibles y justificar tanto las técnicas que se utilizan como las 
prácticas que se realizan para el estudio de una obra matemática. En particular, 
dentro de este conjunto pueden existir conocimientos no matemáticos provenientes, 
por ejemplo, de otras disciplinas científicas o de la cultura, como lo es el lenguaje 
natural, y que además no tenga un referente matemático, suele presentarse a través 
de pequeños discursos, orales o escritos, enunciados por parte del director del 
estudio, o por quien estudia, o bien, puede aparecer en letra negrita dentro de un 
recuadro en algún libro utilizado como dispositivo de ayuda para el estudio. 
Al mismo tiempo, la teoría engloba todos aquellos elementos propios de la 
disciplina matemática que garantizan y dan un sentido a la tecnología utilizada para 
el estudio. En consecuencia, podría decirse que la teoría es la tecnología de la 
tecnología siendo entonces evidentemente inseparables. 
De esta forma, y en concordancia con la relación anteriormente señalada 
entre una obra matemática y su correspondiente estudio, el momento tecnológico-
teórico es entonces aquella dimensión del estudio que hace referencia a la 
necesidad de explicación y justificación de la actividad, es decir, donde aparecen 
los elementos tecnológicos y teóricos para el estudio anteriormente señalado. La 
gestión de esta dimensión de estudio suele ser notoriamente diferente entre los 
distintos tipos de instituciones de enseñanza. Así por ejemplo, en la institución de 
enseñanza secundaria, el momento tecnológico-teórico suele tener además de una 
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escasa presencia, un tratamiento especial y sucinto, mientras que él la enseñanza 
universitaria posee un gran protagonismo. 
Al mismo tiempo, dentro de la institución de enseñanza secundaria, la 
distancia entre el ''topos" del profesor y el ''topos" del alumno aparece claramente-
establecida. El profesor es el encargado de formular las "necesidades" tecnológicas 
presentes, explicar y describir la teoría mínima para poder continuar con el estudio 
y, en escasas oportunidades, demostrar algún teorema. En contraposición, el ''topos" 
del alumno consiste esencialmente en tomar apuntes en sus cuadernos de los 
discursos orales o escritos enunciados por el profesor mientras permanece en 
silencio "atento". 
EL MOMENTO DE LA INSTITUCIONALIZACIÓN 
Este momento del estudio corresponde a la parte del proceso didáctico en 
que se hace visible y se oficializa la actividad desarrollada hasta aquel instante. Es 
la dimensión en que se le otorga un "nombre" y un estatuto al conocimiento 
matemático que ha ido apareciendo de manera informal, legitimándolo como 
conocimiento matemático que pertenece a la organización matemática que se 
construye -o reconstruye-. De esta forma en este momento se fijan los elementos 
necesarios para continuar con dicha reconstrucción. 
Por otro lado, durante la producción de los distintos niveles técnicos, 
tecnológicos y teóricos que componen la organización matemática en construcción 
hay un instante en que se hace necesario institucionalizar los elementos de dicha 
organización matemática para sustentar su existencia y duración, ya que estos 
nunca se imponen por sí mismos. De hecho, lo matemáticamente contingente se 
olvidará, mientras que lo matemáticamente necesario e institucionalizado tiene 
grandes posibilidades de perdurar. 
En el marco de la teoría de situaciones didácticas, G. Brousseau puntualiza 
que es el rriomento en que la institución se impone al sujeto: la relación "personal" 
debe ceder el sitio a la relación "institucional". En efecto, se establece la relación 
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instituciQnal a los objetos matemáticos como la correcta, pertinente y paradigmática 
en el sentido de que las relaciones personales a dichos objetos tendrán que 
modificarse y adaptarse en la dirección de las instituciones para que sean 
consideradas efectivamente correctas por dicha institución . 
Ahora bien, no es suficiente con oficializar una organización matemática 
para garantizar su existencia. De hecho, durante el desarrollo de un proceso de 
estudio las relaciones institucionales no siempre aparecen terminadas y 
consolidadas de una vez. Por el contrario, son formuladas de manera incompleta e 
inestable en función de la actividad que se haya realizado hasta ese entonces. Por 
consiguiente, la garantía de esta organización dependerá de la gestión de la 
evolución de dichas relaciones institucionales hacia formas más estables. 
De esta manera, se pueden institucionalizar tipos de problemas y técnicas 
como también elementos tecnológicos y teóricos. Suele suceder que se produzca la 
institucionalización de un objeto matemático como consecuencia de un proceso de 
negociación de ciertas cláusulas del contrato didáctico entre profesor y alumnos: 
¿qué tipo de pregunta puede aparecer sobre este tema en el examen? ¿Qué es lo 
importante en todo esto y que tenemos que estudiar? ¿Si hacemos todos los 
ejercicios propuestos saldrá alguno de ellos en el examen? ¿Qué tipo de cuestiones 
no son importantes?, etc. Es por ello que en esta dimensión del estudio el ''topos" 
del alumno se puede ver modificado notablemente al darse cuenta que su 
participación puede tener efectos importantes, en función de la negociación que 
realicen con el profesor la explicitación de las cláusulas del contrato, sobre todo de 
aquellas relacionadas con las condiciones para la evaluación final del proceso de 
estudio, será más o menos clara y evidente. 
Claro está que, este momento de estudio se puede vivir de distintas formas . 
. Por eJemplo, es posible que la institucionalización sea realizada de forma clara y 
explícita. Pero también puede suceder que se deduzca a partir de las propias 
actuaciones de los actores del proceso de estudio que ·.no ha sido programada, ni 
. siquiera consciente, para producirla. De esta manera, al realizar un análisis del 
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proceso de estudio se debe investigar cuales son los componentes de la obra 
matemática que se institucionalizan y como se lleva a cabo dicha 
institucionalización Bosch (1997). 
EL MOMENTO DE LA EVALUACIÓN 
· Este momento del proceso de estudio corresponde a aquel aspecto de la 
actividad en que se pone a prueba el dominio que tiene un sujeto sobre la 
organización matemática construida. Es decir, se mide hasta que p:unto vale lo que 
se ha aprendido, o más específicamente, el estado en que se encuentra la relación 
personal del sujeto con la obra matemática. Esta dimensión, al igual que todas las 
restantes, no es vivida de una sola vez dentro de dicho proceso. Por el contrario, 
puede tener lugar en diferentes momentos del estudio, cuando sea necesario para 
continuar con la reconstrucción de la organización matemática en obras. Y. 
Chevallard lo expresa afirmando que es imprescindible evaluar para poder 
continuar con el estudio, porque de esta forma se produce una descarga necesaria 
para poder respirar y proseguir con la construcción de la obra. Así, esta dimensión 
puede ser vivida en forma personal o íntima, cuando el estudiante decide averiguar 
cuánto sabe de lo que ha estudiado, o bien, de forma pública cuando debe demostrar 
el dominio que posee de dicha organización al resto del grupo que estudia con él, o 
a la institución encargada de organizar y dirigir el proceso de estudio, institución 
que está representada típicamente por el profesor. 
Conjuntamente con esto, dentro de esta dimensión se puede poner a prueba 
la potencia de las técnicas, o más generalmente, la capacidad de la organización en 
sí misma como obra matemática. Esto es, responder a la pregunta ¿Cuánto vale la 
organización matemática que se ha construido e institucionalizado?. En otras 
palabras, se pone a prueba la relación institucional con la organización matemática 
en tanto que la condensación de ciertas praxeologías matemáticas. De esta forma, se 
pone de relieve la articulación que existe entre el momento de la evaluación y el de 
la institucionalización. Hay una dialéctica entre ambos, puesto que, por un lado, se 
evalúa lo que se ha hecho visible o institucionalizado y, por otro, se institucionaliza 
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para, entre otras cosas poder evaluar. Si este vínculo no se establece de este modo, 
es decir, si se evalúa algo que no ha sido institucionalizado o viceversa, se producen 
rupturas de contrato. 
El "topos" del alumno en esta dimensión del proceso en su acepción 
individual consiste esencialmente en responder a las preguntas que el profesor 
propone en el examen fmal, y a las que eventualmente realiza a los alumnos que 
desarrollan algún problema en la pizarra. Para ello ha de prepararse en casa en 
donde pondrá a prueba su propio dominio de la organización matemática construida 
e institucionalizada. Por esto, gran parte de esta dimensión, en su sentido individual, 
es vivida fuera de clases. 
2.1.3 LA PRAXEOLOGÍA DIDÁCTICA. 
Para finalizar esta exposición sobre el enfoque antropológico, se va a referir 
a la manera en que este punto de vista describe la figura del profesor y aborda la 
complejidad que envuelve su práctica profesional. Como primera cuestión, la 
función del profesor puede concebirse de forma progresiva en correspondencia con 
las distintas funciones que puede desempeñar, desde las más cercanas al alumno en 
el aula (la "enseñanza" propiamente dicha) hasta las más alejadas (como la del 
diseño y gestión del entorno más apropiado para el estudio). Para hacer referencia a 
estas funciones progresivas, se describe la actividad del profesor con el mismo 
modelo de actividad con que se describía la actividad matemática, es decir, a partir 
de la noción de praxeología. 
Como se dijo, la actividad del profesor, al igual que toda actividad, se puede 
describir como un conjunto de organización praxeológica que contempla la 
realización de un sistema de tareas alrededor de las cuales se van a desarrollar y 
organizar un conjunto de técnicas, tecnología y teoría. Claro está que la complejidad 
que caracteriza dichas tareas tiene relación con el constante cambio que experimenta 
la sociedad. Esta última variable constituye el agente que determina en gran medida 
las distintas orientaciones que van a definir el proyecto educativo en el que el 
profesor participa. Al respecto Chevallard señala: 
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La presión de los cambios políticos, económicos, sociales, culturales, 
epistemológicos, formativos, didácticos conlleva que el sistema de tareas del 
profesor esté en permanente evolución y deba volver a inventarse periódicamente 
Chevallard (1998). En términos generales Chevallard establece que dicho sistema de 
tareas se encuentra organizado en dos grandes "categórias" mutuamente 
dependientes, pero que abarcan distintos aspectos de la actividad del profesor. La 
primera contempla aquellas tareas relativas a la concepción y organización de los 
dispositivos de estudio y de gestión de sus respectivos entornos. La segunda, está 
formada por las tareas de ayuda al estudio, y en particular, de dirección de estudio y 
de enseñanza. Cada una de estas categorías de tareas va a activar distintos tipos de 
técnicas didácticas para resolverlas. Chevallard (1998) 
Claro está que para comprender en toda su amplitud la problemática del 
profesor antes mencionada, es necesario situar su práctica profesional dentro del 
marco más amplio que lo caracteriza y defme. Dicha demarcación está compuesta 
por tres diferentes ámbitos: la clase, el centro de enseñanza y el sistema educativo. 
El primer ámbito, la clase, ha sido, y sigue siendo, el terruño principal del profesor, 
lugar donde puede desenvolver con mayor intensidad su práctica profesional. No 
obstante, tomando en cuenta los constantes cambios sociales y culturales, en la 
actualidad las intervenciones de los docentes en los dos últimos ámbitos cobran 
cada vez mayor importancia. 
Dicho esto, se puede retomar la progresión sobre la ayuda al estudio antes 
mencionada. Cuando en una comunidad, por los motivos que sean, se decide 
estudiar una organización matemática, se recurre frecuentemente a alguna persona 
que está capacitada para ayudar a dicho estudio. Exento de mayores 
responsabilidades sobre el buen desarrollo y término del proceso de estudio, esta 
persona se sitúa en la posición de ayudante provisional para el estudio. Así por 
ejemplo, los padres, hermanos, amigos de un chico o una chica en edad escolar 
suelen desempeñar a menudo este papel un tanto accidental. Ahora bien, si este 
ayudante decide tomar parte de responsabilidad en el proyecto de estudiar dichas 
organizaciones, entonces su función se convierte en la de director de estudio. En 
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este caso deberá tomar decisiones generales en cuanto al estudio, De la misma 
manera que el director de un proyecto de investigación en matemáticas (que es 
también un director de estudio) decide el camino a seguir para abordar los 
problemas que se estudian. Pero si este director además asume la responsabilidad de 
- impartir un curso o un conjunto de sesiones en las que presentará y "mostrará"-
enseñará- los distintos elementos de la organización que se quiere estudiar, entonces 
se convierte en un enseñante. Por consiguiente, el papel del profesor es, en primera 
instancia, el de un ayudante de estudio que asume el papel de director, para cuya 
tarea organiza e imparte un programa de enseñanza. Así pues, el profesor no sólo 
enseí'ia sino que además diseña, organiza, conduce y, en definitiva, dirige el estudio. 
En esta investigación, el análisis del proceso de estudio estará centrado 
básicam.ente en esta última función de ense1iante que adopta generalmente el 
profesor cuando está en clase con sus alumnos. Esta restricción se deriva de la gran 
dificultad que suponía abordar la función de director de estudio que sobrepasa con 
creces los límites de la sala de clases. No obstante, dado que estas funciones no se 
pueden separar y considerar como entidades autónomas y que además forman parte 
de la función primera del profesor como ayudante al estudio, igualmente podremos 
ver algunos aspectos de ésta en nuestro análisis. 
Dicho esto y en correspondencia con las dos grandes categorías en que se 
organiza el sistema de tareas del profesor, una de las primeras cuestiones que encara 
el profesor en cuanto enseñante es la de reconstruir las organizaciones matemáticas 
escolares que aparecen propuestas en los programas oficiales y en los manuales 
para ser enseñadas. Esto es, contribuye a determinar el tipo de tareas matemáticas 
que va a contener dicha organización, así como también precisar hasta qué punto se 
va a desarrollar las técnicas que las permiten realizar, y la tecnología y teoría que la 
justifican. 
El segundo gran tipo de tareas consiste en conducir la reconstrucción 
escolar de dicha organización matemática claro está que esta conducción puede ser 
realizada por el docente de diversas maneras, que a su vez pueden variar de 
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profesor en profesor. No obstante, sea cual s·ea el proceder particularmente seguido, 
suponemos que aparecen algunos aspectos invariables en cada uno de estas 
distintas reconstrucciones. De ahí que surge la noción de momento didáctico que ya 
hemos presentado con anterioridad y que Chevallard introduce en estos términos: 
No podemos esperar, evidentemente, que dicha reconstrucción esté unívocamente 
determinada. Pero es fácil percatarse que, sea cual sea el recorrido del estudio, 
ciertos tipos de situaciones están necesariamente presentes, aunque sea de manera 
muy variable. Tanto en el ámbito cualitativo como cuantitativo. Llamaremos pues 
momentos del estudio, o momentos didácticos a estos tipos de situaciones, porque 
podemos decir que, sea cual sea el camino seguido, habrá forzosamente un 
momento en el que se deberá realizar tal o cual gesto didáctico; en el que, por 
ejemplo, se tendrá que "fijar" los elementos elaborados, que es el momento de la 
institucionalización; o también, en el que habrá que preguntarse "que vale" lo que se 
ha construido hasta entonces que es el momento de la evaluación. (Traducción 
propia de la Dra. Lorena Espinoza, en su tesis de Doctorado, Chevallard (1998)). 
2.2 LA TEORÍA DE TRANSPOSICIÓN DIDÁCTICA 
El concepto de transposición didáctica es un objeto clave en la Didáctica 
antropológica propuesta por Chevallard, la teoría de la transposición didáctica pone 
.en evidencia como sus puntos fundamentales, la legitimación de los contenidos de la 
enseñanza y la diferencia entre el saber enseñado y el saber erudito que lo legítima, 
el camino seguido por Chevallard fue el de poner en evidencia las diferencias entre 
el saber sabio y el enseñado, hecho llevado a cabo en dos transposiciones, una 
externa, del saber sabio al saber a enseñar, que figura en los currícula, y luego otra 
interna, del saber a enseñar al saber enseñado, en la que participa el docente por 
medio de la "puesta en texto del saber". 
Ya no se trata de una relación enseñante-alumno (o enseñanza aprendizaje) 
sino que se ha agregado el saber, como elemento constitutivo fundamental. Esto 
lleva, como primera consecuencia, a la Didáctica de la Matemática como ciencia 
autónoma, y es aquí donde Chevallard establece ciertas normas epistemológicas 
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como "toda ciencia debe asumir, como primera condición, pretenderse ciencia de un 
objeto, de un objeto real, cuya existencia es independiente de la mirada que lo 
transformará en objeto de conocimiento". La tema didáctica proporciona la base del 
esquema por la cual la Didáctica de la Matemática puede pensar su objeto, y 
considerando la especificidad del proyecto de construcción didáctica, queda fundada 
la legitimidad y necesidad de la independencia de dicha ciencia. 
La transposición didáctica es un proceso y no una práctica individual, la 
relatividad del saber en la institución en que se presenta y enseña, lleva al concepto 
de transposición didáctica, el cual se refiere a la adaptación del conocimiento 
matemático para transformarlo en conocimiento para ser enseñado, en otras 
palabras, "el saber se transforma". 
Por ejemplo ¿Qué es un número real en el segundo grado de Educación 
Secundaria?, ¿Qué es un número real en Educación Superior?. 
Entonces la transposición didáctica, se entiende como el "Conjunto de las 
transformaciones que sufre un saber con el fin de ser enseñado". No es un 
método de enseñanza, pero su conocimiento y aplicación nos permite describir 
algunos fenómenos didácticos y desresponsabilizar un poco al profesor de 
matemática, quién está demasiado responsabilizado por el sistema educativo y 
social. 
LOS CINCO ACTOS DE LA TRANSPOSICIÓN DIDÁCTICA 
1) El saber sabio (matemático puro) 
El objetivo principal del matemático es resolver problemas, por eso, construye o 
reconstruye herramientas que espera se adapten a su situación problemática. Trabaja 
en pequ_eños espacios deductivos poniendo en juego cálculos formales antes de 
verificar su adecuación a las hipótesis, y obtiene a veces resultados un tanto lejanos 
de sus primeras conjeturas. Su práctica profesional lo lleva a distinguir, entre estos 
resultados, es decir conjeturas y proposiciones verdaderas que resuelven otros 
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problemas similares a la planteada inicialmente, lo que es susceptible de convertirse 
en enunciados nuevos e interesantes para la matemática, es decir el investigador 
descontextualiza. 
El investigador, se. propone, después de haber hecho algunas expos1c10nes en 
seminarios, coloquios o eventos, la redacción de un artículo para la Academia de 
Ciencias, perfectamente legible para los no especialistas. Cuando los resultados, los 
métodos y los nuevos objetos introducidos forman un cuerpo coherente y 
transferible, él o la comunidad que lo rodea, publica una obra de referencia, y este 
texto al que el autor llama libro del saber, tiene como función ser útil para el mayor 
número de situaciones, las más variadas posibles, de manera que alcance a la 
mayoría de matemáticos interesados, en otras palabras, despersonaliza este saber. 
Son ejemplos de textos del saber: Los Elementos de Euclides, Los Elementos de 
Bourbaki y el conjunto de revistas científicas dirigida a la comunidad de 
investigadores específicos, que tienen por misión tener al día el "libro del saber'', 
(saber sabio). La magnitud de conocimientos de este "libro del saber" hace 
imposible que sea de dominio de una sola persona. 
En nuestro país una de las pocas actividades académicas que se realiza 
anualmente, centrando la difusión de saberes matemáticos, es el Coloquio de 
Matemática organizado por la Sociedad Matemática Peruana, y los Congresos 
Nacionales de la Sociedad Peruana de Educación Matemática (SOPEMAT). 
2) Los objetos a enseñar 
Los alumnos que seguirán una carrera de matemáticos, se interesarán por una 
pequeña parte del saber sabio. Es responsabilidad del sistema social de enseñanza 
(la noosfera) la designación de aquellos elementos que tendrán una pertinencia 
cualquiera en la formación matemática de los jóvenes, en la cual intervienen 
numerosos factores: tipo de sociedad, modo de administración, estado del sistema 
educativo, nivel de desarrollo tecnológico, formación de. los profesores, la 
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epistemología dominante, etc., y otras variables que condicionarán este Primer acto 
de la transposición didáctica. 
En la noosfera, se hace la interacción del sistema de enseñanza y el entorno 
social, y la-noosfera recibe presión de la sociedad, por ejemplo: si evoluciona e-la 
producción y utilización de las tecnologías de la información y comunicación, 
entonces algunos sectores de la sociedad consideran que se debe aprender 
tecnología Por lo que se presiona a la noosfera para que de alguna manera tome la 
decisión de introducir la tecnología en los programas de enseñanza; pero este 
proceso es bastante complejo pues demanda no sólo de una transposición didáctica 
sino de una transposición tecnológica; la sociedad siempre presionará para que los 
distintos saberes relacionados con los procesos productivos sean introducidos en 
nuestro sistema educativo. Por ejemplo, porqué no se enseña en secundaria 
fractales, geometrías no euclideanas o teoría de grafos; algunos docentes plantean 
que se enseñe derivadas en secundaria, pero no se preguntan ¿Cuál es la 
transposición didáctica a realizar?, de igual manera piensan que se debe enseñar 
números enteros en el nivel primario. 
3) El saber a enseñar y los objetos de enseñanza 
Los objetos de enseñanza que ya han sido designados, deben ser traducidos, 
concretamente, en un conjunto de conocimientos a adquirir por los alumnos, pues 
esto es responsabilidad del sistema educativo, que deberá organizarlos en el seno de 
las disciplinas de enseñanza, (ya que el saber sabio es de naturaleza 
transdisciplinaria), en progresiones e integrándose en las programaciOnes 
curriculares, articulados lógicamente, sin que existan lagunas importantes que 
destruyan su coherencia. 
Elaborar un texto del saber a enseñar, es la obra de expertos del Ministerio de 
Educación, quienes tienen la responsabilidad de promulgar los programas de 
enseñanza que deberán ser accesibles a todos los profesores. El texto debe ser corto 
y de escritura sencilla. Debe dar indicaciones sobre los métodos y las progresiones, 
así como cierta jerarquía entre los conocimientos exigibles como aquellos a 
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desarrollar, por ejemplo, dejar de enseñar el algoritmo de la extracción de la raíz 
cuadrada, el uso de las tablas de logaritmos, la resolución de la ecuación de tercer 
grado como técnica, etc .. 
Para que sea coherente, accesible y estructurado a los alumnos, los expertos deben 
reescribir las definiciones y propiedades, para recomponer las articulaciones lógicas 
y transformar algunas demostraciones. Pueden inventar nuevos objetos de 
enseñanza y nuevas creaciones didácticas, todo esto constituye el Segundo acto de 
la transposición didáctica. 
4) El saber escolar 
En realidad los profesores cuando preparan sus clases, con mayor frecuencia usan 
de referencia los textos escolares (manuales en vigencia) antes que los textos del 
programa de enseñanza. 
Los textos escolares persiguen varios objetivos, sin considerar el comercial: entregar 
a los alumnos una herramienta de referencia para sus eventuales búsquedas, 
proponer una organización del programa en capítulos, aportar ilustraciones diversas, 
evitando que los profesores busquen información en sus archivos o en la biblioteca. 
Son base de. datos para los ejercicios de entrenamiento y para los problemas de 
aplicación abiertos. Explicitan un texto que expone las nociones del programa de 
enseñanza. Desde hace varios años, en muchos países existen por separado textos a 
escala nacional para el docente y textos para el estudiante. 
En nuestro país han aparecido textos escolares de educación secundaria editados por 
el Ministerio de Educación, donde los autores son personas o instituciones 
particulares y sus contenidos no tienen la aceptación de la mayoría de profesores de 
matemática. 
Los autores de textos, toman decisiones ante una variedad de posibilidades. y están 
sometidos a una serie de obligaciones: adaptación al modelo y estilo de la colección, 
el número de pá~nas que se constituye en una importante restricción del saber, los 
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detalles de publicación, etc. Su producto servirá durante un tiempo como referencia 
para la comunidad de profesores, alumnos y apoderados. Se desprende un cierto tipo 
de saber que contribuye a la instalación de una cultura particular, a la cual 
pertenecerán los alumnos que hayan pasado por la escuela en la misma época. Por 
ejemplo los estudiantes que utilizaron los ·.textos de Aurelio Baldor; los que 
estudiaron con el texto de Flavio Vega Villanueva, Rubén Romero Méndez o 
Máximo de la Cruz Solorzano y en menor medida, los que usaron los textos de 
Carlos Cabrera Gen. 
A este saber, lo llamaremos saber escolar, y su elaboración es el Tercer acto de la 
transposición didáctica. 
5) El saber enseñado 
En el Cuarto acto de la transposición didáctica, el actor es el profesor, quien debe 
administrar y adaptar sus propios conocimientos a los objetos a enseñar, insertarlos 
en el saber escolar y organizarlos en el tiempo. 
El profesor dispone de numerosas variables didácticas que van a transformar la 
situación de aprendizaje, las decisiones que tome tendrán consecuencias en la 
percepción del saber que los alumnos van a desarrollar y las concepciones que ellos 
se van a fmjar. Por ejemplo, puede elegir ser menos riguroso para ser accesible a la 
mayoría o puede traducir en su lenguaje concepciones epistemológicas particulares 
(se observa respecto al infinito, potencial o actual, en la enseñanza de los límites), 
así, el profesor actuará transformando el saber escolar en saber enseñado. 
Los profesores sabemos muy bien (¿o no?) que el saber enseñado nunca es lo que 
finalmente retienen los alumnos. Quienes tienen a su cargo el Quinto acto de la 
transposición didáctica, de la transformación del saber enseñado en saber del 
alumno, es decir, en saber aprendido. 
Esta interacción entre profesor y alumno, poniendo en juego este saber producto de 
la transposición, es lo esencial de la relación didáctica. Ella merece un examen más 
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detenido, en el que se puede poner en evidencia la dialéctica que es el rol motor del 
aprendizaje. 
A modo de síntesis, se presenta un diagrama que detalla los 5 actos de la 
transposición didáctica, según el texto de Chevallard (1991) "La Transposición 
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2.3 TEORÍA DE REPRESENTACIONES SEMIÓTICAS. 
La conceptualización de Raymound Duval (1999) sobre la relación entre 
diferentes representaciones y sus diferentes registros, como lo son el gráfico, el 
algebraico o el lenguaje natural, da una interpretación semiótica a la relación entre .~ 
distintos sistemas de signos que representan el mismo objeto. 
No se debe confundir el objeto matemático ''Número Real" con su 
representación, ya que como puntualiza Duval, esta confusión desencadenará, a 
mediano o largo plazo, en una pérdida de comprensión y los conocimientos así 
adquiridos llegan a ser pronto inutilizables fuera de su contexto de aprendizaje. 
La distinción entre un objeto y su representación es un punto estratégico para 
el aprendizaje de la matemática, las representaciones no son sólo necesarias para 
fines de la comunicación sino que son esenciales pai·a la actividad cognitiva del 
pensamiento. 
La semiosis (aprehensión o producción de una representación semiótica) y la 
noesis (aprehensión conceptual de un objeto) son inseparables. La coordinación de 
varios registros de representación semiótica es fundamental para una aprehensión 
conceptual de un objeto. Es necesario que el objeto no se confunda con sus 
representaciones pero que se le reconozca en cada una de ellas. 
Según Duval (1999), para que un sistema semiótico (conjunto de signos y 
reglas que representan objetos, donde los signos son las unidades elementales del 
sistema y las reglas rigen las asociaciones de signos) pueda ser un registro de 
representación, debe permitir las tres actividades cognitivas fundamentales ligadas a 
la semiosis: 
a) La formación de una representación identificable como una representación 
de un-registro dado. 
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b) El tratamiento de una representación, lo cual implica transformaciones de 
· esta representación en el mismo registro donde ha sido formado. Este es un proceso 
interno. 
e) La conversión de una representación, lo cual implica la tra..'lsformación de 
esta representación en una representación de otro registro conservando la totalidad o 
solamente una parte del contenido de la representación inicial. Esta es una 
. trasformación externa al registro de partida. 
La conversión es una actividad diferente e independiente de la del 
tratamiento. De las tres actividades cognitivas ligadas a la semiosis, sólo las dos 
primeras, según Duval, son tomadas en cuenta en la enseñanza. 
Se le propondrá al alumno una secuencia de enseñanza que contenga 
situaciones. UNA SITUACIÓN es un conjunto de relaciones establecidas explícita o 
implícitamente entre un alumno, un cierto medio (otros alumnos, eventualmente 
instrumentos u otros objetos) y un profesor con el fin de hacer apropiar a estos 
alumnos un saber constituido o en vías de construcción. En la cual los 
conocimientos aparecen como la solución óptima y posible de descubrir para los 
problemas planteados. La secuencia propuesta tiene un alto contenido a-didáctico, 
es decir de descubrimiento de conocimientos nuevos en base a la experiencia de los 
alumnos y de acuerdo a los conocimientos que poseen. El propósito de la secuencia 
es lograr que el alumno sea (a su forma) matemático, a partir del planteo y 
resolución de actividades. No una única actividad, sino un conjunto de ellas en 
relación al mismo objeto. Para que cada tarea, dentro de la actividad, sea 
considerada como un desafio para el alumno, los saberes de los que dispone en ese 
momento para su resolución deben ser insuficientes pero, a partir de los mismos, 
deberán estar en condiciones de desarrollar acciones de toma de información y 
puesta al día de relaciones nuevas, de exploración, de hipótesis y de verificación 
para producir una respuesta. 
En la clase no se trabajará con un sujeto aislado. Los intercambios de 
procedimientos, la confrontación de puntos de vista diferentes, la explicitación 
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necesaria, la obligación de poner en coordinación sus acciones y puntos de vista, 
con los otros; llevarán al alumno a descentrarse de su propio punto de vista, a 
reevaluar su manera de abordar la cuestión, sus juicios, sus acciones y su forma de 
encadenarlas, al compararlas con otras posibles, que no han sido para él lógicas, 
hará que reestructure -sú actividad cognitiva. El prhceso de devolución ocurre en el 
aula, el docente plantea buenas preguntas que motiven la búsqueda de respuestas 
pertinentes, es decir autocontroladas. 
El profesor devuelve una responsabilidad sobre el control de las respuestas, 
lo correcto e incorrecto no le pertenece al profesor sino al alumno. Esta será la 
modelación ideal del docente que experimente la secuencia de enseñanza en la fase 
a-didáctica2• Es decir, el significado del objeto no se le dará al alumno, sino que este 
deberá construirlo a partir de la serie de actividades en donde el objeto funcione, 
en un principio, de manera local y luego de manera más global, para que luego este 
conocimiento sea necesario para la solución óptima, si el alumno se adapta a la 
secuencia y llega a la solucjQ!l, e~tá prqporcionando evidencias de haberse 
apropiado del saber en cuestión. 
En la fase didáctica3, el docente ayudará a los alumnos a relacionar estos 
conocimientos locales con los conocimientos institucionales que ambiciona la 
enseñanza, para así entrar en el proceso de institucionalización. En este proceso el 
docente ayudará al alumno a transformar sus respuestas en saber; para ello 
redespersonalizará y redescontextualizará el saber que el alumno ha producido, 
para que el alumno pueda reconocer en lo que ha hecho algo que tenga carácter 
universal, es decir un conocimiento cultural reutilizable. 
En general la enseñanza de la matemática se orgamza como si la 
coordinación entre los distintos registros de representación semiótica, se efectuara 
rápida y naturalmente. 
2 En esta fase los alumnos interactúan con otros alumnos en un medio que ofrece posibilidades de acción y 
control. (Artigue, 2000) 
3 Es esta fase se tiene en cuenta que los alumnos son sujetos de una institución. (Artigue, 2000) 
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No basta una serie de problemas para que los estudiantes maneJen con 
responsabilidad el concepto de número real. Es necesario trabajar en diferentes 
registros semióticos que admiten un tratamiento en cada uno de ellos. Si se logra 
entonces, un pasaje fluido entre registros y un tratamiento natural en ellos, se le 
permitirá al alumno examinar sus ideas y controlar sus resultados. Esta es una de las 
bases para la construcción de la situación que involucra al objeto, ya que como dice 
Duval "el cambio de registro constituye una variable que se revela fundamental en 
didáctica: facilita considerablemente el aprendizaje pues ofrece procedimientos de 
. . , ,, 4 
mte1pretaczon . 
CONFLICTO COGNITIVO 
La aceptación del cambio implica en las personas una nueva reestructuración 
mental de la situación y está relacionada con la forma de pensar sobre sí mismo o 
autoconcepto, BURNS (1990); HAMACHEK (1981); BRANDEN (1988); 
MACHARGO (1991); ONTORIA (1994); MCKAY (1991); POPE (1996). Esta 
vivencia hace que la innovación se perciba con inseguridad o expectación, con 
miedo o estímulo, con resistencia o apertura. 
El significado que damos al «conflicto cognitivo» se refiere a la 
confrontación mental que vive el alumnado entre su formación basada en un 
enfoque metodológico centrado en la enseñanza (profesor) y el comienzo de una 
experiencia metodológica centrada en el aprendizaje (alumno). En la práctica, el 
"conflicto congnitivo" se genera cuando se plantea y empieza a experimentarse la 
«ruptura mental» de la dependencia del profesor. Cuando el alumnado adquiere 
conciencia de que la intervención del profesor en el aula sigue una línea 
"facilitadora", no directiva, y son conscientes de que el planteamiento metodológico 
acordado exige responsabilidad, ~utonomía, iniciativa y toma d~ decisiones por 
parte de ellos. Surge, pues un choque con sus esquemas mentales de lo que ha sido, 
hasta ahora, el papel del profesor y se genera un proceso de reestructuración 
4 Duval, R 1999. Semiosis y pensamiento humano. Registros semióticos y aprendizajes intelectuales. 
Universidad del-Yalle. Colombia. (pág. 59) 
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cognitiva, AUSUBEL, NOV AK y HANESIAN (1989); NOV AK y GOWIN (1988); 
COLL (1990); EDW ARDS y MERCER (1988); MAYOR (1993); COMBS (1993); 
PERNER (1994); ONTORIA (1995). 
La noción de conflicto cognitivo se relaciona con un estado de desequilibrio , , - · 
que surge cuando una concepción que tiene un individuo entra en conflicto con 
alguna otra concepción que lleva el mismo individuo, o bien con el ambiente 
externo; por ejemplo: el resultado de un experimento, o el punto de vista de un 
compañero. 
Llevar al estudiante a un conflicto cognitivo, puede ser una manera de 
hacerle ver que los conceptos o métodos que maneja no son los adecuados para 
llegar a una conclusión satisfactoria en la resolución de un problema. Para que el 
estudiante se dé cuenta de la existencia de una inconsistencia, es decir, para poder 
hablar de un conflicto cognitivo real donde el estudiante siente la necesidad de 
emplear estrategias diversas para salir del mismo, se debe contar de una base 
mínima de lógica y de estructura matemática. 
Por otro lado, con respecto al papel que juega el maestro como creador de 
situaciones matemáticas para que los estudiantes experimenten un conflicto 
cognitivo en clases, estamos de acuerdo con lo que dice Steffe (1990): 
"Experimentar el conflicto es un asunto del actor". Sin embargo, el resto de su frase 
nos parece poco optimista: "Y es un poco ingenuo creer que un maestro tiene tal 
experiencia bajo su control". Nosotros creemos que mediante una actividad bien 
designada el maestro puede tener tal control hasta cierto nivel. Es indudable que 
nadie puede vivir un conflicto en lugar de otra persona, pero los maestros si pueden 
preparar un ambiente para favorecer el surgimiento de conflictos cognitivos con 
fines didácticos. 
Una manera de provocar el conflicto utilizando alguna actividad es que el 
estudiante se enfrente con distintas soluciones de un mismo problema y empiece a 
cuestionarlos. Esta situación ocurre frecuentemente dentro de un ambiente de 
aprendizaje cooperativo. Trabajar en pequeños grupos proporciona a los estudiantes 
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oportunidades para interaccionar con sus compañeros en la resolución de problemas. 
Intentando salir del conflicto que surge cuando miembros del grupo encuentran 
diferentes "respuestas" al mismo problema, los estudiantes se esfuerzan activamente 
en procesos que conducen directamente al desarrollo cognitivo, Reynolds et al 
.(1995) 
2.4 CONSIDERACIONES IDSTÓRICO 
NÚMERO REAL 
EPISTEMOLÓGICAS DE 
Los números no son los dígitos ni los guarismos, que se utilizan para 
representarlos, como por ejemplo: 12, XII, etc. Estos son los numerales, conjunto de 
símbolos, secuencia u ordenamiento de símbolos, que nos permiten expresar o 
comunicar el concepto de número. 
¿Qué es un número?, ¿Cuál es el concepto de número?, algunos profesores 
de matemática afirman: que es un modelo, algo abstracto, un ente imaginario, la 
medida de un objeto, otros que es un objeto matemático que se asocia a cierta 
cantidad, que es un objeto determinado por sus operaciones, que es un ''término 
primitivo", etc. En resumen, se aprecia que el concepto de número reside en la 
cardinalidad, en el conteo y en la capacidad de relacionarse con la magnitud y la 
medida, lo más usual es cuando proviene de la realidad hacia la mente humana, o se 
le da un sentido más operacional o axiomático. 
Algunas definiciones, en la historia de la matemática: 
Los Pitagóricos: Los números están presentes en todos lados. Tienen identidad 
prop1a. 
Platón: Los números son ideas y que las longitudes irracionales no son números. 
Surge la diferencia entre la aritmética (trabajo con el número, lo discreto) y la 
geometría (trabajo con las magnitudes, lo continuo); número es la pluralidad 
compuesto de unidades. "Todo número incluso el natural es una relación." 
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Kant: Es un holograma de la imaginación pura a priori, del esquema de cantidad. El 
conocimiento reside en el espíritu humano, elementos básicos a priori en el que 
reside el concepto, el número es una capacidad humana. 
Siglo XIX, Cauchy extiende el concepto de número irracional, termina con la 
diferencia de lo discreto y lo continuo, a partir del concepto de número. 
Frege: El número es la clase de todas las clases generales, surge la idea de cardinal. 
(Logicista) 
Hilbert (Formalismo) Son sistemas de símbolos según reglas bien formadas, en 
fórmulas bien definidas. R y N, son lo mismo, difieren solo por cuestiones 
didácticas. La idea de número incluye lo discreto y continuo, lo numerable y no 
enumerable. Las magnitudes son recuperadas en la noción de número. Los 
irracionales son números. 
Godel (1950) Hace una crítica fuerte y demue~tra matemáticamente que el sistema 
que se utiliza para demostrar y construir los números naturales y todos los sistemas 
posteriores son incompletos, esto hace que el formalismo quede criticado y todas las 
críticas que ha hecho Poincaré quede. 
Freudehntal, desarrolla la epistemología de la matemática, la matemática es 
un instrumento cognitivo, de conocimiento público, de cultura, cada individuo se 
apropia de la matemática, la clave está: en que nuestra opción por la definición de 
número, la opción que colocamos en nuestra unidad didáctica, en la sala de clase es 
el concepto de número que definitivamente va a adquirir el niño, el concepto en sí 
mismo no importa, lo que interesa es el concepto de número que nosotros 
utilicemos en nuestra creación didáctica; es necesario buscar fenómenos del 
entorno del niño, que tenga sentido para que él construya el objeto mental, 
construya la noción de número que hemos colocado, no interesa poner la definición 
de número sino trabajar con la noción de número propuesto. 
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Se recomienda integrar el concepto de número como cantidad y magnitud, 
es decir, como numerabilidad y representación de una magnitud. 
¿Qué son los números naturales? Esta pregunta puede contestarse dando las 
propiedades esenciales de los números . de los -cuales se obtienen todas las demás 
propiedades, o definiendo los números sobre la base de otros objetos supuestamente 
más fundamentales. Planteamos de esta forma los dos tipos de respuestas más 
comunes: por el método axiomático o por el método genético. Para los que aceptan 
los números y al conjunto de éstos como objetos reales, éstas son las únicas 
respuestas posibles. La primera axiomatización adecuada de la geometría fue 
obtenida por David Hilbert a fines del siglo XIX. A pesar de que los números sólo 
se empezaron a estudiar axiomáticamente a mediados del siglo XIX, un poco antes 
de Hilbert ya Dedekind y Peano habían obtenido una axiomatización correcta para 
ellos. 
Un momento crítico en el desarrollo histórico del número lo constituyen: la 
dificultad de identificar en un mismo concepto las "magnitudes continuas" y las 
"magnitudes discretas", la separación clásica entre "contar'' y "medir" que suponen 
representaciones y operaciones distintas en cada caso y que tienen caminos de 
construcción muy diferentes; para Pitágoras (572 a.c.) "los números gobiernan el 
universo", en la matemática griega el número se define por intermedio de la unidad: 
Unidad.- Es aquello de acuerdo a lo cual cada cosa es llamado uno. (Los 
Elementos, definición VII-1). 
Número.- Es una multitud compuesta de unidades. (Los Elementos, definición VII-
2). 
Simón Stevin (1548-1620) en su tratado "L' Arithmétique" se dio la tarea de 
mostrar como a cada magnitud le corresponde un número (el resultado de una 
medida) y que a cada número le corresponde una magnitud, mediante esta 
identificación funcional pretendió fundamentar la homogeneidad del dominio 
numérico y la naturaleza de su "número aritmético" (número que se expresa sin 
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adjetivo de magnitud) con lo que concluye: "Que cualquier número puede ser 
cuadrado, cúbico, etc. así como cualquier raíz es un número"; el número y la 
magnitud, dice Stevin, son tan semejantes y tienen tantas cosas en común que 
parecen casi idénticos, consecuentemente, debe haber algo en el número que 
corresponda al punto -enias magmtudes, pero no es como se creía en la antigüedad, 
que la unidad sea el principio del número, tal y como el punto es el principio de la 
magnitud, este papel corresponde al cero; con esa afirmación, Stevin da un paso 
importante hacia lo que habría de ser la identificación punto - número en la recta de 
-Descartes. 
Hacia mediados del siglo V a.c. tiene lugar, probablemente por los últimos 
pitagóricos, el descubrimiento de los inconmensurables. Algunos historiadores lo 
atribuyen a Hipasos de Metaponto (hacia el 470 a.c.), y Aristóteles (384-322 a.c.) 
reconoce que tuvo lugar por aplicación del teorema de Pitágoras al triángulo 
rectángulo isósceles, exhibiendo una demostración de la inconmensurabilidad de la 
diagonal de un cuadrado con res.pe¡;tp eil J~dg, qasada en la distinción entre lo par y 
lo impar. El descubrimiento pudo tener lugar al intentar reiteradamente de forma 
empírica encontrar una unidad que permitiera medir, de forma exacta, 
simultáneamente la diagonal y el lado del cuadrado. La imposibilidad de expresar 
los tres lados del triángulo rectángulo isósceles mitad del cuadrado, como múltiplos 
enteros de una unidad suficientemente pequeña, desbarató el paralelismo que los 
pitagóricos habían establecido entre el concepto numérico y la representación 
geométrica. 
También es probable que la cuestión se suscitara con la consideración de la 
estrella pentagonal, que era utilizada, a modo de anagrama, como símbolo de 
identificación y reconocimiento de los pitagóricos. En efecto, las diagonales del 
pentágono se cortan según "media y extrema razón", según una "sección áurea". 
Con este descubrimiento la filosofia pitagórica, con su máxima "El número 
es la esencia de todas las cosas", sufre un duro revés. La creencia de que los 
números podían, medirlo todo es una simple ilusión, quedando eliminada de la 
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Geometría la posibilidad de medir siempre con exactitud. Se había descubierto la 
magnitud irracional, el alagon (lo inexpresable), provocando una crisis sin 
precedentes en la Historia de la Matemática. Con el descubrimiento de las 
magnitudes inconmensurables quedan afectadas y deben ser reconstruidas todas las 
pruebas -pitagoii.cas de los teoremas que utilizan proporciones. 
En los Diálogos de Platón (427-347 a.c.) se advierte la influencia del 
descubrimiento de los inconmensurables sobre la filosofia platónica de la ciencia. 
Según Teeteto, Teodoro de Cinene (hacia 470 a.c.), a quien Platón reconoce como 
maestro, demuestra la irracionalidad de las raíces cuadradas de los números 
naturales que no son cuadrados perfectos desde el 3 al 17, ambos incluidos. En el 
libro VII de las Leyes de Platón se queja duramente, diciendo que se ha cometido un 
crimen contra la patria, ocultando a los jóvenes griegos, como hicieron con él, la 
distinción entre magnitudes conmensurables e inconmensurables. 
También en el Menon insiste Platón sobre el tema a propósito del problema 
de la "duplicación del cuadrado". Curiosamente Platón utiliza el problema para 
sustentar la doctrina de la reminiscencia. Sócrates (469-399 a.c.) y un esclavo 
mantienen una conversación, en la que mediante una concatenación de preguntas de 
aquél, entrelazadas heurísticamente con las respuestas de este, se resuelve el 
problema. Las primeras respuestas del esclavo son de índole aritmética, pero 
resultando la imaginación aritmética inexacta, Sócrates reconducirá el diálogo 
induciendo un tratamiento exclusivamente geométrico. 
En la línea del rastreo del infinito el gran filósofo experto en Geometría, 
Anaxágoras de Clazomene (500-428 a.c.), establece una aguda definición de lo que 
nosotros llamamos "axioma de continuidad": "En lo pequeño no existe lo 
extremadamente pequeíio, sino algo cada vez más pequeiio. De igual modo, en lo 
grande siempre hay algo más grande '7. 
Hipócrates de Quíos (hacia el 450 a.c.) consigue la primera cuadratura 
rigurosa de una figura curvilínea en la Historia de la Matemática, escribió 
"Elementos de Geometría", donde habrí~ tratado, quizá a propósito del famoso 
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problema de la cuadratura del círculo, la cuadratura de las lúnulas (figuras planas 
limitadas por arcos de círculos de radios diferentes) y en donde aparecería el famoso 
teorema (Elementos de Euclídes, XII.2) y su consecuencia: 
"Los círculos son entre sí como los cuadrados de sus diámetros. Segmentos 
semejantes de círculo están entre sí en la misma razón que los cuadrados 
construidos sobre sus bases. " 
Resultados que serán considerados reiteradamente por Eudoxo (408-355 
a.c.), Euclídes (hacia el 300 a.c.) y Arquímedes (287-212 a.c.), y cuya importancia 
histórica es considerable, ya que permiten demostrar que ciertas áreas limitadas por 
ciertas curvas (la lúnulas) son conmensurables con áreas limitadas por líneas rectas. 
Utilizando crecientemente lúnulas de mayor tamaño, Hipócrates intentaría 
vanamente resolver el problema de la cuadratura del círculo. 
A Hipócrates , de quien se dice que es el "primer matemático profesional" de 
la historia, se le debe la primera utilización de letras en las figuras geométricas, así 
como la introducción del método indirecto de demostración en la Matemática, es 
decir, "la reducción al absurdo", que tanta influencia tendría sobre el "método de 
exhaución" de Eudoxo. 
Antifón, llamado el sofista, es contemporáneo de Sócrates. Debemos 
a Aristóteles, en su "Física", el conocimiento que poseemos sobre el método de 
Antifón. Dado un círculo, Antifón parte de un polígono regular, por ejemplo un 
triángulo o un cuadrado, inscrito en él; sobre cada lado del polígono construye un 
triángulo isósceles, obteniendo un polígono regular de doble número de lados, y 
repite la operación continuamente. A pesar de su discurso falaz, Antifón ocupa una 
posición honorable en las pléyade de geómetras griegos, porque su método supone 
un gran avance hacia la idea de "acercarse con tanta aproximación como se 
quiera", lo que junto con la idea de agotar el círculo con polígonos inscritos de un 
número creciente de lados, está en la base del riguroso "método de exhaución" que 
introducirá Eudoxo de Cnido; además tiene un valor práctico, como lo ilustraría 
Arquímedes en la proposición 11 de "Sobre la medida del círculo", donde calculando 
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el perímetro de un polígono inscrito (y otro circunscrito) de 96 lados, partiendo de 
un triángulo equilátero inscrito, obtiene una excelente acotación del valor de 1t. 
El carácter discreto de la serie natural de números, que sirvió como modelo 
atomista, no podía reflejar la naturaleza de la continuidad del espacio. La pluralidad 
discontinua, ya sea la de los puntos aritméticos de Pitágoras o la de los átomos 
extensos de Demócrito, no se podía conciliar con la realidad continua del espacio, 
en el que los cuerpos se mueven. Aparece una oposición esencial entre la 
naturaleza discreta del número y la naturaleza continua y homogénea del espacio. 
No hay forma de hacer corresponder el infinito numerable de los instantes sucesivos 
con el infinito no numerable de los puntos del continuo. Lo in·acional exige no sólo 
la infinitud numérica sino la infinita divisibilidad. 
Las paradojas de Zenón ponen en tela de juicio los pnnc1p1os de la 
Geometría, aunque sin proporcionar alternativa, apareciendo por vez primera los 
problemas de fundamentación de la Matemática, se arraiga la convicción de que la 
Geometría debía desarrollarse independientemente de la Aritmética. El devenir de la 
Geometría griega, al margen del Algebra, fue el efecto más inmediato. Frente al ser 
eternamente inmutable e inmóvil de la escuela eleática, Heráclito de Efeso (536-
470 a.c.) contrapone el ser eternamente mutable en transición continua entre el 
pasado y el devenir, con la máxima ''todo pasa". La influencia sobre el campo de la 
matemática no se hace esperar, la línea no será una yuxtaposición de puntos 
cercanos sino el fluir continuo de un punto móvil. Aparece entonces con toda su 
crudeza el infinito geométrico, pues si algo es continuo necesariamente debe estar 
constituido de infinitos puntos. La tempestad provocada por el descubrimiento 
pitagórico de los irracionales y la inquietud que introdujeron en el mundo griego las 
paradojas de Zenón de Elea contra la pluralidad y el movimiento, precipitó una 
profunda crisis en la matemática provocando el "horror al infinito", que caracteriza 
casi toda la matemática griega, y que· paraliza parcialmente su imaginación 
creadora, que pasa a segundo plano, a la sombra del supremo rigor lógico impuesto 
por la escuela platónica, cuyo exponente más representativo es Euclides con su 
66 
enciclopédica obra "Los Elementos". Para conjurar la crisis había que soslayar el 
concepto infinitesimal del número irracional. 
Eudoxo de Cnido, de la escuela platónica, resolvió de forma brillante las 
antinomia radical entre finito .e-infinito, introduciendo el concepto de "tan pequeño. 
como se quiera", equivalente a nuestro proceso de "paso al límite", encuentra con 
su teoría de magnitudes, una escapatoria mediante un recurso genial que desarrolla 
en tres estadios: una definición, un axioma y un método. 
Si los científicos griegos no idearon un sistema de numeración manejable, 
mal podían prestar atención a las cuestiones calculísticas, que además eran objeto de 
una actividad, que llamaban "logística", de rango intelectual inferior a la Aritmética, 
de modo análogo como a las aplicaciones prácticas de la Geometría, se ocupaba una 
actividad inferior que llamaban "Geodesia". 
Otra consecuencia de la crisis de los irracionales fue la omnipresencia de la 
geometría en la Matemática griega. Al limitar la Aritmética al estudio de los 
números, se impidieron desarrollos de tipo algebraico, el Algebra se hizo retórica y 
geométrica más que numérica y simbólica. Esta realidad produjo un doble efecto, 
por una parte, los limitados conceptos numéricos de los griegos, no permitían 
asignar a las figuras geométricas números que midieran sus áreas o sus volúmenes y 
por tanto tenían que calcular directamente con las figuras, que se trataban como 
magnitudes, por ello los griegos desarrollaron una muy perfeccionada teoría de 
magnitudes y proporciones, sobre todo por parte de Eudoxo, que a su vez tuvo una 
gran influencia sobre la concepción que Aristóteles y su escuela tenían sobre el 
infinito; Ari~tóteles conjuga el axioma del continuidad con el principio de Eudoxo, 
cuando manifiesta (Física, Proposición VIII.l 0): "Adicionando continuamente a 
una cantidad finita, sobrepasará toda cantidad finita, y lo mismo, sustrayendo 
continuamente de una cantidad, llegará a una cantidad menor que cualquier otra", 
además afirma que: "Lo que es infinitamente divisible es continuo". 
Aristóteles considera toda magnitud fmita, pero como admite la 
infinita divisibilidad rechaza el atomismo geométrico. La antinomia entre rechazo o 
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admisión del infinito es resuelta acuñando los términos "actual" y "potencial". Un 
infinito "en acto", es decir, un todo constituido de una magnitud actual de cosas 
dadas, no puede ser pensado como inteligible; sin embargo, sí se puede pensar en 
una magnitud creciente por encima "en potencia" de todo límite, o en una serie de 
magnitudes cada ve~ más pequeñas que "en potencia" pueden hacerse más pequeñas 
que cualquier magnitud. Para Aristóteles el infinito es como una ilusión del 
pensamiento que siempre puede traspasar potencialmente un límite prefijado, pero 
distingue la cuestión del infinitamente grande y el infinitamente pequeño en las 
magnitudes y en los números. En su exploración del infinito parece que para 
Aristóteles lo discreto y fmito son objeto de la ciencia, reservando para la metafisica 
la virtualidad del continuo y del infmito. 
La comparación con las técnicas infmitesimales desplegadas en el siglo 
XVII arroja una sorprendente similitud entre los usos metodológicos de esta época y 
la técnica del método mecánico del Método de Arquímedes, muchos historiadores 
consideran a Arquímedes como el vercladero ~rtífice del Cálculo infmitesimal, no ·-- .. '•. . 
creó el Cálculo infmitesimal, pero inició los cimientos del sólido edificio que hoy 
constituye esta disciplina científica. 
Es interesante considerar la exposición hecha por Cantor del punto de vista 
de aquellos que rechazaban el método de introducción de los números irracionales 
por medio de sucesiones· o conjuntos infinitos. En su Grundlagen de 1883 nos 
explica Cantor que los que rechazan este enfoque mantienen que "los números 
in·acionales deberían tener en la matemática pura un significado meramente 
formal, en cuanto sirven solamente, como si dijéramos, como seí'iales de 
computación para fzjar y describir propiedades de grupos de números enteros de 
una manera sencilla y uniforme". Las ventajas de reducir el contenido del análisis a 
relaciones entre enteros finitos, son las de una mayor seguridad y completitud en su 
fundamentación, asf como una mejora en su metodología. Cantor sólo reconocía dos 
restricciones sobre la formación de conceptos: los conceptos deben ser consistentes, 
y los conceptos nuevos deben estar relacionados por medio de defmiciones 
adecuadas . con los conceptos ya introducidos; no creía Cantor que hubiese 
68 
demasiado peligro para la ciencia en sus puntos de vista en este sentido, porque las 
ideas sin interés se desvanecerían por sí mismas; en cambio si veía una amenaza 
real para la ciencia en las restricciones innecesarias. 
Bertrand Russell, 1959 afirmaba: "La mayor parte de mi tiempo (como 
estudiante en Cambridge) estaba ocupado por la matemática, y la matemática 
dominó en gran parte mis tentativas de pensamiento filosófico ... , los que me 
enseñaron el cálculo infinitesimal no conocían las demostraciones correctas de sus 
teoremas fundamentales e intentaban convencerme de que aceptase las 
mistificaciones oficiales como un acto de fe". 5 Y Gottlob Frege, 1893 que: "Si 
comparo la aritmética con un árbol que se desarrolla hacia arriba en una multitud de 
técnica y de teoremas, mientras que la raíz se hunde en las profundidades ... " 6 
El siguiente problema que se dedicó a investigar Cantor le llevó a resultados 
sorprendentes e inesperados. Poco tiempo después de su descubrimiento de que el 
conjunto de los números reales no es numerable, debió comenzar a buscar otras 
potencias infinitas mayores que la potencia de los números reales. A comienzos de 
1874 Cantor escribió a Dedekind proponiéndole un problema nuevo, pero 
relacionado claramente con el anterior: "¿Sería posible establecer una 
correspondencia entre una superficie (un cuadrado quizás incluido su frontera) y 
una línea recta (quizás un intervalo, incluidos sus extremos) de tal manera que a 
cada punto de la superficie correspondiera un solo punto de la línea y 
recíprocamente?". Pasaron más de tres años antes de que Cantor consigUiera 
descubrir la manera de establecer una correspondencia biunívoca entre una línea y 
una superficie. Finalmente en 1877 escribió a Dedekimd explicándole que, en contra 
de la opinión general entre los matemáticos, no eran imposibles las 
correspondencias "absurdas" entre líneas y superficies; este descubrimiento provocó 
una de las frases más conocidas de Cantor: "¡Lo veo, pero no lo creo!". 
5 Bertrand Russell, 1959. "My philosophical development", Londres. 
6 Gottlob Frege, 1893. "Grundgestze der Arithmetik ... " 
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Cantor insistió siempre en que sus números transfinitos surgen de manera 
natural y necesaria de la concepción elemental de lo que es un conjunto, y estaba 
convencido por ello de que su caracterización del infinito era la única posible. 
Cantor dedicó parte de su correspondencia más agresiva, a atacar lo que él describía 
en algúri lugar como "el bacilo infinitesimal del cól~ra en 1~ matemática",. que se 
había extendido desde Alemania por medio de las obras de Thomae, du Bois 
Reymond y Stolz, hasta llegar a contaminar la matemática italiana. Se trataba aquí 
principalmente, pero no exclusivamente, de la cuestión de los infinitésimos. Desde 
muy pronto en su carrera Cantor había rechazado que los infmitésimos jugaran 
ningún papel en la determinación de la naturaleza de la continuidad, y hacia 1866 
ideó una demostración de que la existencia de tales entidades era, según sus 
concepciones, imposible. Así pues, cualquier intento de justificar su legitimidad 
podía verse interpretado como un reto directo a uno de los principios más básicos de 
la teoría de conjuntos de Cantor, ya que era justamente en términos del carácter de 
sus números transfinitos que él había argumentado sobre la imposibilidad de los 
infinitésimos. Además, cualquier tipo de aceptación de los infinitésimos significaba 
necesariamente que su propia teoría de los números era incompleta: así pues, 
aceptar la obra de Thomae, du Bois Reymond, Stolz y Veronese era negar la 
perfección de la propia creación de Cantor. 
Los infinitésimos en el extremo opuesto, fueron también mal recibidos, y se 
vieron catalogados en un lugar bien alto en la lista de fantasmas y quimeras de 
Cantor. Su demostración de carácter autocontradictorio de la idea del infinitésimo se 
basaba en una propiedad que Cantor consideraba como característica de los números 
finitos, y que viene expresada por el Axioma de Arquímedes: Si a y b son dos 
números positivos cualesquiera, entonces existe un entero positivo n tal que n.a>b. 
Cantor rehusaba básicamente y en términos absolutos el considerar esto como un 
axioma, sino que, según él, se sigue directamente del concepto de número lineal. 
Los números reciben el nombre de lineales si una cantidad finita o infmita de ellos 
pueden ser sumados para dar lugar a otra magnitud lineal. Pero Cantor suponía 
siempre lo que Hilbert llamó en sus "Grundlagen der Geómetrie" (1899) el Axioma 
de Continuidad, y en consecuencia todas sus afirmaciones se deducían 
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inmediatamente. En particular como el Axioma de Continuidad y el Axioma de 
Arquímedes son equivalentes, uno de ellos puede ser deducido del otro, y desde el 
punto de vista de Cantor no había ninguna dificultad en afirmar que se podía 
demostrar el "Axioma" de Arquímedes. Por otra parte, si hubiese convenido en que 
la propiedad arquimediana de los números reales tenía un carácter meramente 
axiomático, entonces no hubiera existido ninguna razón paras impedir el desarrollo 
de otros sistemas numéricos que no verificasen este axioma, con íal de que se 
respetase la consistencia. Pero al permitir esto le habría dejado expuesto a la 
amenaza de que si los infinitésimos pudieran ser introducidos sin producir 
contradicciones, entonces su propia teoría de los números habría resultado atacada. 
Por otra parte, si el Axioma de Arquímedes no fuera realmente un "Axioma" sino 
un teorema demostrable a partir de otros principios aceptados, entonces Cantor 
podía estar seguro de que era simplemente imposible negar esta proposición para 
dar lugar a una teoría de infmitésimos consistente. 
En el libro "Cours d'ana]ys~" de Cg'?(qhy, podemos ver cómo va llegando a 
su maduración el análisis matemático, en el sentido en que hoy entendemos el 
término. Cauchy expone en él la teoría de límites con mucho más detalle que nadie 
antes que él, basándose en la siguiente definición de límite: "Cuando los valores que 
va tomando sucesivamente una variable particular se aproximan indefinidamente a 
un valor fijo, de tal manera que acaban por diferir de él tan poco como queramos, 
entonces este último valor recibe el nombre de límite de todos los anteriores". Uno 
de los usos que hace Cauchy de esta definición es para dar la siguiente definición de 
infinitésimo: "Decimos que una cantidad variable se hace infinitamente pequeña 
cuando su valor numérico disminuye indefinidamente hasta converger al límite 
cero". 
Estas dos definiciones plantean algunas cuestiones importantes acerca del 
análisis de Cauchy. Actualmente la palabra ''variable" se usa para designar un 
símbolo; la variable x es un símbolo que representa indistintamente uno cualquiera 
de una cierta colección de valores, pero no representa una cantidad variable, porque 
sencillamente tal cosa no existe. En la definición de infinitésimo parece como si 
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hubiera una cantidad variable ·cuyos valores numéricos tendieran hacia cero. Esto 
está en contraste claramente con el punto de vista adoptado por W eierstrass (y en 
ocasiones incluso antes), en que un infinitésimo es una variable que tiene límite 
cero, y en que hablar de lo infinitamente pequeño no presupone la existencia de 
valores infmitamerite pequeños. Las frases de Cauchy ''tan pequeño conio 
queramos" y "disminuir indefmidamente hasta converger al límite cero" en sus 
definiciones, dejan abierta la cuestión de si hay realmente o no valores infinitamente 
pequeños que puede recorrer la variable, en otras palabras, esas frases dejan sin 
explicar el tipo de variable independiente con respecto a la cual la sucesión de 
valores tiende a su límite. (Probablemente Cauchy dio sus defmiciones para cubrir a 
la vez el paso al límite sobre los números reales, lim f( x), y sobre los enteros, 
x~a 
lim Sn). La cuestión tiene importancia porque estos últimos puntos de vista 
n~oo 
comparten con la concepción de Cauchy (y básicamente también con la de Newton) 
una caracterización "dinámica" de los infmitésimos en términos de valores que 
pasan a cero como valor límit~, ;En c;ontr~te con ello es el tipo "estático" de 
infmitésimo de Leibniz y Euler, dx es una variable, en el sentido de un valor fijo 
aunque indeterminado. (que depende posiblemente de x y de otras variables y sus 
diferenciales) 
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CAPÍTULO III: PROPÓSITO DE LA INVESTIGACIÓN, OBJETIVOS Y 
METODOLOGÍA 
PROPÓSITO DE LA INVESTIGACIÓN 
Analizar, describir y caracterizar la actividad matemática en el segundo 
grado de secundaria y en el nivel superior que se realiza en tomo a los números 
reales. A partir de este análisis se identifican algunos fenómenos didácticos 
vinculados al estudio de esta organización matemática 
OBJETIVOS: 
1) Analizar la organización matemática escolar propuesto en el Diseño Curricular 
Nacional (2010) y el libro de texto escolar de Matemática del Segundo Grado de 
Educación Secundaria proporcionado por el Ministerio de Educación. 
2) Analizar el proceso de estudio dirigido por un profesor de Matemática de 
Educación Superior, que co11duce y gestiona el proceso de estudio de los 
números reales en la sala de clases. 
3) Describir y analizar la organización matemática efectivamente construida. 
4) Describir y analizar las tareas y técnicas didácticas utilizada por el docente. 
5) Describir y analizar la tecnología didáctica utilizada por los profesores. 
6) Identificar fenómenos didácticos y verificar conjeturas de la actividad del 
docente. 
METODOLOGÍA DE LA INVESTIGACIÓN 
La metodología de la investigación es descriptiva - cualitativa, el análisis está 
basado en el programa oficial escolar del segundo grado de educación secundaria y 
en el texto escolar de Matemática del Segundo Grado de Educación Secundaria y se 
hace uso de la Teoría Antropológica de lo Didáctico (TAD) para la descripción de la 
organización matemática. 
Se utiliza un nuevo instrumento basado en la teoría de los momentos didácticos, 
llamado Tabla Tipo I, propuesto por Espinoza (1997) en su tesis doctoral. Esto 
permitió, por un lado, organizar y sistematizar la información que se recogió del 
proceso de estudio observado y, por otro lado, analizar y poner en evidencia la 
estructura de dicho proceso. A partir de este análisis obtenernos algunos resultados 
relativos a la reconstrucción de la organización matemática realizada por el profesor 
de educación superior en el aula, que más tarde, se retomó para derivar algunas 
conclusiones del trabajo. 
Mediante la Tabla Tipo 1, se realiza la transcripción completa del proceso de 
estudio, y se propone una primera secuenciación organizada por episodios y 
momentos vividos por la clase. Más allá de tratarse de simples protocolos, se 
propone una primera estructura, muy amplia, del estudio. Esta tabla está compuesta 
por las cinco columnas siguientes: el episodio, el momento didáctico primordial, el 
actor principal de la actividad, los objetos matemáticos presentes y las actividades 
de estudio didáctico - matemáticas. Recordemos que la definición de "episodio" que 
utilizarnos no es muy precisa puesto que está relacionada con un ámbito 
significativo en la acción que se realiza y cuyas reglas de formación son todavía 
inciertas. Se trata de una primera descomposición intuitiva del proceso que no posee 
criterios muy estrictos. Al mismo tiempo, el momento que aparece señalado en este 
primer tipo de tabla es indicativo o provisional, sirviendo sólo corno una pauta para 
poder situarse y "leer" el desarrollo del estudio. El actor principal es aquella persona 
que posee la mayor responsabilidad dentro del episodio vivido y los objetos 
matemáticos presentes son aquellos que han aparecido explícitamente en el aula 
(son nombrados, definidos, evocados, etc.). Las actividades de estudio corresponden 
a la transcripción de los diálogos y actividades sucedidos en la sala de clases. 
EPISODIO MOMENTO ACTOR OBJETOS ACTIVIDADES DE ESTUDIO 
CLASE 1 DIDÁCTICO PRINCIPAL MATEMÁ TJCOS DIDÁCTICO- MATEMÁTICAS 
PRESENTES 
Este instrumento permitió, entre otras cosas, analizar y describir la organización 
matemática efectivamente construida en el aula. Esto es, identificar y describir los 
tipos de problemas que, a nuestro parecer, el profesor va proponiendo para el 
estudio de la obra, las técnicas que se presentan o construyen para estudiarlos, y la 
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tecnología y temía efectiva que el profesor ha utilizado para explicar y justificar las 
distintas prácticas realizadas. Es importante señalar que la descripción de los 
elementos tecnológicos - teóricos que aparecen en las tablas es realizable sólo en 
algunas ocasiones, cuando su explicitación en la clase ha sido lo suficientemente 
clara o rigurosa. Luego, a partir de la tabia tipo 1, se describe el proceso de estudio 
dirigido por el profesor observado tal y como, lo vivieron sus protagonistas. Es 
decir, no se parte de un modelo teórico detallado de organización matemática en 
tomo a los números reales ni de un proceso de estudio ideal de esta organización, 
más bien, se intenta ser lo más fiel posible a lo sucedido en la clase aunque, 
ciertamente, no siempre coincidirá nuestra delimitación de los tipos de problemas y 
técnicas con las utilizadas para su estudio en el aula. 
Por último se realiza un análisis a priori a los resultados de la entrevista, 
siguiendo un modelo propuesto por Espinoza (1997). En el Anexo C, se presenta la 
transcripción completa de la entrevista realizada al profesor observado luego de 
finalizado el proceso de estudio de los n,!Ímeros reales. La entrevista está 
estructurada considerando cuatro aspectos fundamentales: La relación personal del 
profesor con el objeto matemático número irracional, la relación del profesor con la 
enseñanza del número irracional en el segundo grado de educación secundaria, 
sobre la concepción, planificación y organización del proceso de estudio y acerca de 
la gestión y conducción del proceso de estudio en cada uno de los momentos 
didácticos. {MPE, MEx, MT't, M8 e, MI y MEv.). 
SIMBOLOGÍA: 
MPE: Momento del primer encuentro. 
MEx: Momento exploratorio. 
MT1:: Momento del trabajo de la técnica. 
M 8 e : Momento tecnológico-teónco. 
MI: Momento de la institucionalización. 
MEv: Momento de la evaluación. 
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CAPÍTULO IV 
EL CURRÍCULO DE MATEMÁTICA EN LA EDUCACIÓN SECUNDARIA: 
ANÁLISIS DE LA ORGANIZACIÓN MATEMÁTICA ESCOLAR. 
4.1 LOS NÚMEROS REALES EN EL CURRÍCULO DE MATEMÁTICA DE 
EDUCACIÓN SECUNDARIA. 
EL SABER A ENSEÑAR EN EL DCN (2010): 
CAPACIDADES 
SEGUNDO GRADO 
NÚMERO, RELACIONES Y FUNCIONES 
Razonamiento y demostración 
• Compara y ordena números racionales, 
• Realiza y verifica operaciones utilizando la calculadora, para reflexionar sobre 
conceptos y para descubrir propiedades. 
• Reduce expresiones algebraicas utilizando la teoría de exponentes. 
• Determina el dominio y rango de una función. 
• Establece relaciones entre la proporcionalidad directa y la función lineal. 
• Formula modelos de fenómenos del mundo real con funciones lineales. 
Comunicación matemática 
• Interpreta el significado de números naturales, enteros y racionales en diversas 
situaciones y contextos. 
• Representa mediante lenguaje algebraico enunciados verbales de diversos contextos. 
• Representa de diversas formas la dependencia funcional entre variables: verbal, tablas, 
gráficos, etc. 
• Representa relaciones y funciones a partir de tablas, gráficos y expresiones simbólicas. 
Resolución de problemas 
• Resuelve problemas que involucra cálculos de potenciación y radicación en 





• Representación, orden, densidad y operaciones con m1meros racionales. 
• Potenciación con exponentes enteros. 
• Radicación exacta. 
Álgebra 
• Variable y simbolización de enunciados verbales mediante el lenguaje algebraico. 
• Teoría básica de exponentes. 
• Reducción de términos semejantes. 
• Operaciones de adición, multiplicación y división de polinomios. 
• Factorización de expresiones algebraicas. 
Funciones 
• Función lineal. 
• Función lineal afin. 
• Dominio y rango de una función lineal. 
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• Modelos lineales. 
• Representación verbal, tabular y gráfica de funciones lineales. 
• Proporcionalidad directa e inversa. 
Relaciones lógicas y conjuntos 
• Enunciado y proposición. 
• Conectivos lógicos. 
• Cuadros y esquemas de organización de relaciones lógicas. 
TERCER GRADO 
NÚMERO, RELACIONES Y FUNCIONES 
CAPACIDADES 
Razonamiento y demostración 
• Justifica mediante diversas demostraciones que el sistema de los números racionales y 
reales es denso. 
• Define un número real mediante expresiones decimales. 
• Compara y ordena números racionales. 
• Divide polinomios mediante la aplicación del método clásico y el de Ruffini. Utiliza el 
; 
teorema del residuo. 
• Aplica eficientemente productos y cocientes notables para realizar expresiones 
algebraicas. 
• Factoriza expresiones algebraicas. 
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• Identifica el dominio y rango de funciones cuadráticas, valor absoluto y raíz cuadrada. 
• Elabora modelos de fenómenos del mundo real con funciones. 
• Identifica productos y cocientes notables en expresiones algebraicas. 
Comunicación matemática 
• Reconoce y utiliza diferentes formas de representación de los números reales. 
• Interpreta y representa expresiones con valor absoluto. 
• Representa funciones cuadráticas, valor absoluto y raíz cuadrada en tablas, gráficas o 
mediante expresiones analíticas. 
• Establece, analiza y comunica relaciones y representaciones matemáticas en la 
solución de un problema. 
Resolución de problemas 
• Identifica el grado de expresiones. 
CONOCIMIENTOS 
Sistemas numéricos 
• Representación, orden, operaciones con números reales. 
• Radicación con números reales. 
• Intervalos. Representación y operaciones. 
• Valor absoluto. 
Álgebra 
• Grado de expresiones algebraicas. 
• Método clásico y Ruffini para la división de polinomios. Teorema del residuo. 
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• Productos y cocientes notables. 
• Ecuaciones cuadráticas. 
• Modelos cuadráticos. 
• Factorización de expresiones algebraicas. 
Funciones 
• Dominio y rango de funciones cuadráticas. 
• Gráfica de funciones cuadráticas. 
• Modelación de fenómenos del mundo real con funciones. 
• Análisis de funciones cuadráticas completando cuadrados. 
• Dominio y rango de las funciones, valor absoluto y raíz cuadrada. 
• Gráfica de las funciones, valor absoluto, cuadrática y raíz cuadrada. 
Relaciones lógicas y conjuntos 
• Enunciado y proposición. 
• Conectivos lógicos. 
• Tablas de verdad. 
• Cuadros y esquemas de organización de relaciones lógicas. 
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Capacidad para ubicar en el tiempo, en el espacio o en algún 
medio fisico, elementos, partes, características, personajes, 
indiCaciones u otros aspectos. 
PC: distingue las partes o aspectos específicos de un todo. 
Capacidad para encontrar las diferencias esenciales entre 
dos o más elementos, proceso o fenómenos. 
PC: ser capaz de reconocer una diferencia o de separar las 
partes o los aspectos de un todo. 
Capacidad para cotejar dos o más elementos, objetos, 
procesos o fenómenos con la finalidad de encontrar 
semejanzas o diferencias. 
PC: examina los objetos con la finalidad de reconocer los 
atributos que los hacen tanto semejantes como diferentes, 
contrasta opone entre si los objetos o compara haciendo 
hincapié en sus diferencias. 
Capacidad que permite escoger los elementos de un todo, de 
SELECCIONAR erdo con determinados criterios y con un propósito definido. 
Capacidad que permite disponer en forma ordenada 
ORGANIZAR elementos, objetos, procesos o fenómenos, teniendo en 
cuenta determinados criterios. 
ARGUMENTAR Capacidad que permite sustentar o sostener puntos de vista. 
REALIZAR Capacidad que permite· ejecutar un proceso, tarea u 
operación. 
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. :< •.. CAPACIDAD 







Capacidad que permite dividir el todo en partes con 
la finalidad de estudiar, explicar o justificar algo 
estableciendo relaciones entre ellas. 
PC: separa o descompone un todo en sus partes, con 
base a un plan o de acuerdo con determinado criterio 
(útil en solución de problemas) 
Capacidad para obtener información nueva a partir de 
los datos explícitos o de otras evidencias. 
PC: utiliza todos los conocimientos previos y 
habilidades adquiridas y las aplica en una nueva 
situación. 
Capacidad para cuestionar el estado de un fenómeno, 
la producción de un acontecimiento, el pensamiento 
de los demás, fas formas de organización, tratando de 
encontrar sus virtudes y deficiencias y asumiendo 
una posición al respecto. 
PC. Analiza los datos, usa diversas capacidades para 
elaborar para elaborar juicios con base en un 
conjunto de criterios internos o externos. 
Capacidad que permite la puesta en práctica de 
principios o conocimientos en actividades concretas. 
Capacidad que permite representar objetos mediante 
dibujos, esquemas, diagramas, etc. 
1 
Capacidad que permite establecer relaciones entre 
elementos para presentar resultados, nuevas 
construcciones o solucionar problemas. 
PC: Utiliza datos a su alcance para formular en base 
a ellos sus posibles consecuencias. 
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4.2 LA ORGANIZACIÓN MATEMÁTICA PROPUESTA POR EL TEXTO DEL 
MED EN EL SEGUNDO GRADO DEL NIVEL SECUNDARIO 
El texto que analizamos es el proporcionado a los docentes por el Ministerio de 
Educación desde el 2008. 
Matemática 2do. de Secundaria 
Autor: Rubén Hildebrando Gálvez Paredes 
Editorial: El Nocedal S.A.C. 
El tema de los números reales es tratado en la componente 1 del área de 
matemática que es Números, relaciones y funciones. 
El autor ha dividido los contenidos del área para el segundo de secundaria en 
unidades; de los cuales, la Unidad 1 trata el Sistema de los Números 
Reales.Piantea, en esta unidad, los contenidos y aprendizajes esperados, los 
procesos de recuperación de saberes previos y algunas notas históricas. 
Introduce los números irracionales con la necesidad de usar Ji , desarrolla las 
expresiones decimales no periódicas y Números Reales para entrar al 
desarrollo del tema Números Reales con las operaciones de adición y 
multiplicación en R, relación entr~ númer()s reales y valor absoluto de un 
número real. 
Al inicio de la Unidad, narra lo siguiente: 
"En la presente unidad, se pretende desarrollar las capacidades fundamentales 
como pensamiento creativo, pensamiento crítico, solución de problemas y toma 
de decisiones. De la misma forma, se pretende desarrollar las capacidades de 
razonamiento y demostración, comunicación matemática y resolución de 
problemas, a través de ejemplos, ejercicios y problemas relacionados con la 
vida diaria, cuya resolución requiere de la aplicación del sistema de los 
números reales." 
Complementa la Unidad planteando los siguientes aprendizajes esperados: 
1 
En el organizador Razonamiento y demostración: 
./ Identifica propiedades de la adición y multiplicación de los números 
reales . 
./ Discrimina números racionales e irracionales . 
./ Analiza el sistema de números reales. 
En el organizador Comunicación matemática: 
./ Interpreta el valor absoluto de los números reales 
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En el organizador Resolución de problemas: 
./ Evalúa resultados obtenidos en la resolución de problemas con números 
reales. 
Los valores y actitudes que el autor pretende lograr en esta unidad Se detallan 
así: 
Valores Actitudes 
);;- Respeto ./ Cumple con las tareas encomendadas . 
./ Es puntual en la entrega de trabajos . 
./ Acepta sugerencias en el proceso de 
resolución de problemas . 
);;- Responsabilidad ./ Trabaja en equipo y respeta las 
opiniones de los otros. 
En esta sección, presentamos las tareas que el autor plantea respecto del tema 
en el texto. 
Antes debemos indicar que, al inicio de cada actividad o problema planteados, 
el autor busca que todos resuelvan las tareas y verifiquen sus resultados con el 
siguiente párrafo u otro similar: 
"Copia en tu cuaderno los siguientes ejercicios y, después de resolverlos, 
compara tus respuestas con la de tus compañeros y/o compañeras. Si aquellas 
son diferentes, revisar los procesos para obtener la respuesta correcta. 
Recuerda que es mejor respetar los diferentes puntos de vista, argumentar lo 
que se hace y evitar críticas negativas." 
Las tareas presentadas respecto del tema en el texto son: 
T1: Analiza los siguientes enunciados e indica si son verdaderos o falsos. 
a. El número 15,825825825 ... es un número racional, porque es decimal 
periódico. 
b. El número 31,12475812347 ... es un número irracional, porque no hay 
ningún grupo de decimales que se repitan periódicamente. 
c. E~,número 2,37 es un número irracional.l 
d. El número 3,240240024000 ... es un número raCional, porque es decimal 
periódico. 
e. Todos los números no periódicos son números irracionales. 
f. El número 3,240240024000 ... es un número irracional, porque es 
decimal no periódico. 
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T 2: Aproxima hasta el décimo y centésimo los siguientes números irracionales, 
aplica métodos de aproximación. 
a.-JWs b.-J5 c.-fi d.-!15 e.Jfi 
T 3: Aproxima hasta el milésimo los siguientes números irracionales, aplica 
métodos de aproximación. 
a . .Ji1 b. -J13 c. m d. 53 e.-!3 
T 4: Busquen información sobre el número n (pi) y <I> (Número de oro) y 
respondan: 
a. ¿Qué es lo que se conoce de estos números? 
b. ¿Cuáles son sus principales características? 
c. ¿Qué matemáticos reconocidos los han estudiado? 
d. ¿Por qué se dice que no son números racionales? 
e. Elaboren un resumen de la información obtenida para socializar en 
clase. 
f. Averigüen las 100 y las 300 primeras cifras den. 
T s: Traza la recta real y representa los siguientes números racionales: 
_3_. '!_. _!_. '!_. _i. -3 
5'5'3'3' 7' 
T6: Traza la recta real y representa los siguientes números irracionales: 
-M; -JS; -16; --fi (Aplica el teorema de Pitágoras). 
T 1: En la recta real. 
M N p 9 R S T u ... 1 1 1 1 1 1 1 ... 
Escribe: -3 -2 -1 o 1 2 3 4 
a. Tres números racionales entre M y P. 
b. Tres números irracionales entre R y U. 
c. Dos números irracionales entre N y P . .l 
d. Cuatro números racionales no enteros entre R y T. 
T8: En la recta real el número 0,401400140001 ... se representa entre O y el 1. 
Escribe un número irracional como el anterior, que se represente: 
a. entre 3 y 4. 
c. entre 2 y 3 
b. entre -1 y -2. 
d. entre -5 y -6. 




El número irracional J2 es un número 1 1 no 
.-------'=====:::::;------' 
periódico, aparece al calcular la j 1 de un 
triángulo rectángulo cuyos catetos miden D. La 
expresión decimal de J2 es 1 1. 
El número irracionaln es un número decimal no 1 l. 
y aparece en numerosas fórmulas de geometría, como 
por ejemplo: 
Longitud de la circunferencia: L =.__1 ---' 
Área del círculo: A =1 1 
Una expresión decimal de n es .__l ---' 
T10: Milagros es una chiclayana muy emprendedora y comprometida con la 
juventud de su tierra natal. Ha surgido en ella el deseo de construir una piscina 
para que gocen de una sana recreación los jóvenes durante los meses de 
verano. Gracias a sus gestiones, logra adquirir un terreno de forma cuadrada 
con una superficie de 200 m2. 
Re.sponde: 
EDUCACIÓN EN VALORES 
¿Qué opinas de la actitud de 
Milagros? 
a. ¿Qué longitud en metros debe tener el lado del terreno en el que se 
construirá la piscina? 
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b. Si desea cercar momentáneamente el terreno con tres vueltas de 
alambre, ¿cuántos metros de alambre se necesita? 
T11 : Rosa viaja a la ciudad de Caylloma, ubicada en la región Arequipa. Allí se 
hospeda en una casita construida en un terreno de forma cuadrada cuya área 
es 57m2. ¿Qué longitud en metros tiene el lado de la casa? 
T12: José cuenta con una pequeña lámina de metal de 4 cm de largo por 3 cm 
de ancho. Si realiza un doblez como el que se muestra en la figura, ¿cuál será 
su longitud? (Expresa la longitud del doblez con dos cifras decimales). 





T13: Determina si es verdadero o falso cada uno de Jos enunciados: 
a. Si 2,5 E R; -J3 E R;(2,5+-J3) E R . 
b. -J3 + ( --J3) = 2-J3 
c. 2 ·z1== 2. 
d. -fics + 2,3) = -fics) + -J2(2,3) 
e. -fi +--fi =O 
f. El inverso multiplicativo de ~ es ~ 
4 3 
T14: Identifica y escribe la propiedad aplicada en cada enunciado. 
a. (5+V3)+7r =5+(V3 +1r) 
b. Si -fi E R; 3 E R; 3-fi E R 
c . .fl.- -ti= --fi . .fl'" 
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T1s: Aplica la propiedad del inverso aditivo para determinar el valor de x. 
a. X- 3 = 10 C. X+ 2,3 =13,5 
d.x-8=12 e.4,5+x=18 
T1s: Aplica la propiedad del inverso multiplicativo para determinar el valor de x. 
a. 2x = 20 c. 3x = 15 
d.5x=30 e.6x=12 
T11: Aplica la propiedad del inverso aditivo y la del inverso multiplicativo para 
determinar el valor de x. 
a. 2x + 1 = 11 ,4 c. 5x -1,4 = 13,6 
b. 3 + 2x = 9 d. 4x- 2,5 = 17,5 
T1s: La propiedad distributiva se cumple para la multiplicación con respecto a la 
adición. ¿Se cumple la propiedad distributiva para la adición con respecto a la 
multiplicación? Esto es ¿es a + (b.c) = (a + b) . (a + e) cierto para todos los 
valores de· a, b y e? 
(Una pista: sea a = 4, b = 2 y e = 3? 
T19: Supongamos que alguien afirma lo siguiente: "La propiedad distributiva 
para la adición con respecto a la multiplicación (del ejercicio anterior) es válida, 
y aquí demostramos por qué: 
Sea a = 2, b = -3 y e = 2, se cumple 
a+ (b. e)= 2 + (-3 . 2) = 2 + -6 = -4 y 
(a+ b) (a+ e)= (2 +- 3)(2 + 2) = (-1)(4) = -4 
Como ambas expresiones son iguales, la propiedad debe ser válida". ¿Qué 
responderías a este razonamiento?. 
T20 : Verifica con dos ejemplos, que si a< by b <e entonces a< e en R. ¿qué 
propiedad es esta? 
J 
21 -7 .. 
T 21 : Ordena los números reales M; -; - , de mayor a menor. 
54 4 
T 22 : Ordena los números reales - 5; _!_; Ji , de menor a mayor. 
2 












T24: La siguiente tabla proporciona datos sobre la profundidad de algunos 
mares y la altura de algunas de las montañas más altas del Perú. 
Promedio de 
Mares 
profundidad en metros 
(como un número 
negativo) 
Océano Pacífico -3 939 
Océano Índico -3 840 
Océano Atlántico -3 926 
Mar Caribe -2 575 
Mar del Sur de China -1 464 
Montañas 
Altura en metros (como 
un número positivo) 
Huascarán (Ancash) 6 768 
Sabancaya (Arequipa) 5 976 
Alpamayo (Áncash) 5 947 
Salkantay (Cusca) 6 271 
Huaguruncho (Paseo) 5 785 
a. Menciona los mares en orden, empieza con el más 
profundo y termina con el menos profundo. 
b. Ordena las montañas, desde la más baja hasta la más 
alta. 
c. ¿Verdadero o falso?: el valor -absoluto de la profundidad del 
Océano Pacífico es mayor que el valor absoluto de la 
profundidad del Océano Índico. 
d. ¿Verdadero o falso?: El valor absoluto de la profundidad 
del Mar del Sur de China es mayor que el valor absoluto de la 
profundidad del Mar del Caribe. 
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T 2s: Traza la recta real y representa 2-J? 







T21: Completa con los signos<,> ó =. 
a.I-F21 -F2 





T 28: El señor Roberto compra un terreno de forma cuadrada de 2 000 m2 y 
quiere cercarlo con alambre, pero para ello necesita saber cuánto mide el lado 
del terreno. Ayúdalo a encontrar este dato con una aproximación al centésimo. 
T29: Roxana compra un terreno de forma rectangular cuyos lados miden 10 y 
12 m, respectivamente, y tiene la curiosidad de saber cuánto mide la diagonal. 
Aplica el teorema de Pitágoras y obtén el valor de la diagonal con una 
aproximación al centésimo. 
TÉCNICA (t¡) TECNOLOGÍAS (8¡) Y TEORÍAS (8¡) DE ESTUDIO 
ASOCIADAS A ESTOS 27 TIPOS DE TAREAS {Tj) 
En esta sección presentaremos las tareas y sus técnicas, tecnologías y teorías 
usadas y desarrolladas en el texto para la organización y desarrollo del tema 
por el autor. 
Los símbolos que usaremos serán: 
Ti: Tipo de tarea j propuesta en el texto. 
t¡i: Técnica i utilizada para un tipo de tarea j. 
S¡i: Tecnología i utilizada para un tipo de tarea j. 
E>ij:Teoría i utilizada para un tipo de tarea j. 
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Donde el subíndice i representa el número de técnica, 
tecnología o teoría aplicada y el subíndice j representa el número de tarea, por 
ejemplo: 't25: técnica número 2 para la tarea 5. 
T1: Analiza los siguientes enunciados e indica si son verdaderos o falsos. 
a. El número 15,825825825 ... es un número racional, porque es decimal 
periódico. 
b. El número 31,12475812347 ... es un número irracional, porque no hay 
ningún grupo de decimales que se repitan periódicamente. 
c. El número 2,37 es un número irracional. 
d. El número 3,240240024000 ... es un número racional, porque es decimal 
periódico. 
e. Todas los números no periódicos son números irracionales. 
f. El número 3,240240024000... es un número irracional, porque es 
decimal no periódico. 
Técnica utilizada para T1: 
't11 : Escribir las letras V o F según corresponda. 
Tecnologías utilizadas para T1: 
811 : Un número es irracional si no puede ser obtenida como el cociente de dos 
números enteros. 
821 : El conjunto de números irracionales O) lo podemos denotar por 
complemento como: ~ = {x/x ~Q} 
831 : Los números racionales se pueden representar por fracciones decimales 
periódicos. 
841 : Sin embargo, cuando calculamos longitudes, podemos obtener un 
resultado que no es racional, es decir, que no lo podremos representar como 
un número racional periódico. 
Teorías utilizadas para T1: 
811: Ausente en el texto 
T 2: Aproxima hasta el décimo y centésimo los siguientes números irracionales, 
aplica métodos de aproximación. 
a. -J105 b. J5 c.~ d. -Jl5 e.-!fi 
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Técnica utilizada para T2: 
't12: Escribir el valor aproximado hasta el décimo y el .centésimo. 
Tecnologías utilizadas para T2: 
812: "Nosotros también podemos obtener los primeras decimales de algunos 
números irracionales, al aplicar métodos de aproximación". 
Ejemplo: 
Vamos a aproximar el valor del número irracional .fi hasta un cierto número 
de cifras decimales. 
Como 7 está comprendido entre los cuadrados perfectos 4 y 9, es decir, 
4<7<9, entonces podemos afirmar que: 
J4 < -fi < -J9, o bien 2 < -fi < 3 Para una cifra decimal tenemos: 
(2,1 )2 = 4,41 (2,3)2 = 5,29 (2,5)2 = 6,25 . (2,7)2 = 7,29 
(2,2)2 = 4,48 (2,4)2 = 5,76 (2,6)2 = 6,76 
Como puedes observar, el número 7 está comprendido entre 6,76 y 7,29; es 
decir: 
(2,6)2 < 7 < (2,7)2, o bien: 2,6 < -fi < 2,7 Para dos cifras decimales tenemos: 
(2,61)2 = 6,8121 (2,63)2 = 6,9169 (2,65)2 = 7,0225 
(2,62)2 = 6,8644 (2,64)2 = 6,9696 
Como puedes observar el número 7 está comprendido entre 6,76 y 7,29; es 
decir: 
(2,64)2 < 7 < (2,65)2, o bien: 2,64 < -fi < 2,65 
Para determinar una mejor aproximación con más cifras decimales, seguimos 
el mismo procedimiento. 
822: Si a>O, b>O y a2<b2, entonces: a< b 
Teorías utilizadas para T2: 
811: Ausente en el texto 
T 3: Aproxima hasta el milésimo los siguientes números irracionales, aplica 
métodos de aproximación. 
a. fU b. -Jl3 c.ffi d. m e.-J3 
Técnica utilizada para T3: 
't13: Escribir el valor aproximado hasta el milésimo. 
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Tecnologías utilizadas para T 3: 
813: "Nosotros también podemos obtener las primeras cifras decimales de 
algunos números irracionales, al aplicar métodos de aproximación". 
Ejemplo: 
Vamos a aproximar el valor del número irracional -fi hasta un cierto número 
de cifras decimales. 
Como 7 está comprendido entre los cuadrados perfectos 4 y 9,. es decir, 
4<7<9, entonces podemos afirmar que: 
J4 < -J7 < -J9, o bien 2 < -J7 < 3 Para una cifra decimal tenemos: 
(2, 1 )2 = 4,41 (2,3)2 = 5,29 (2,5)2 = 6,25 (2, 7)2 = 7,29 
(2,2)2 = 4,48 {2,4)2 = 5,76 (2,6)2 = 6,76 
Como puedes observar, el número 7 está comprendido entre 6,76 y 7,29; es 
decir: 
(2,6)2 < 7 < (2,7)2, o bien: 2,6 < -J7 < 2,7 Para dos cifras decimales tenemos: 
(2,61)2 = 6,8121 (2,63)2 = 6,9169 (2,65)2 = 7,0225 
(2,62)2 = 6,8644 (2,64f = 6,9696 
Como puedes observar, el número 7 está comprendido entre 6,76 y 7,29; es 
decir: 
(2,64)2 < 7 < (2,65)2, o bien: 2,64 < -fi < 2,65 
Para determinar una mejor aproximación con más cifras decimales, seguimos 
el mismo procedimiento. 
Teorías utilizadas para T 3: 
813: Si a>O, b>O y a2<b2, entonces: a < b 
T 4: Busquen información sobre el número n (pi) y ci> (Número de oro) y 
respondan: 
! 
a. ¿Qué es lo que se conoce de estos números? 
b. ¿Cuáles son sus principales características? 
c. ¿Qué matemáticos reconocidos los han estudiado? 
d. ¿Por qué se dice que no son números racionales? 
e. Elaboren un resumen de la información obtenida para socializar en 
clase. 
f. Averigüen las 100 y las 300 primeras cifras de n. 
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Técnica utilizada para T4: 
t 14: Leer la información ofrecida en el texto acerca de n (pi) y <P (Número de 
oro). 
t 24: Hacer una búsqueda personal de la información sobre n (pi) y <P (Número 
de oro). 
t 34: Escribir información de lo que se conoce sobre n (pi) y <P (Número de oro). 
t 44: Escribir las características de n (pi) y <P (Número de oro). 
t 54: Escribir los datos de los matemáticos que han estudiado a n (pi) y <P 
(Número de oro). 
t64: Escribir por qué se dice que n (pi) y <P (Número de oro) no son números 
racionales. 
t 74: Elaborar un resumen de la información obtenida sobre n (pi) y <P (Número 
de oro). 
t 84: Escribir las 1 00 y 300 primeras cifras de n. 
Tecnologías utilizadas para T 4: 
814: Número de oro, también llamado "proporción áurea", el cual aparece en 
medidas del cuerpo humano, como por ejemplo: la relación entre las 
falanges de los dedos, y la relación entre la longitud de la cabeza y su 
anchura. En la naturaleza aparece repetidamente en la corteza de las 
piñas, en la distribución de las hojas de un tallo o en la formación de 
caracoles. 
824: Número n, utilizado en la construcción de objetos de formas cilíndricas, 
esféricas, elípticas y otras formas geométricas como se muestra en las 
imágenes 
Podemos usar la fórmula de longitud L de la circunferencia: L = 2nr, donde r es 
el radio y n es un número cercano a 3,1416 pero no es exactamente este valor. 
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En realidad, el número n es un número irracional, es decir con infinitas cifras 
decimales no periódicas. 
1t = 3,1415926535897932384626433832795028841971 ... 
El valor del número n, que como sabemos es el cociente o razón entre la 
longitud de una circunferencia y lajlongitud de su diámetro, tardó mucho tiempo 
1 
en aproximarse como en la actualidad. Por ejemplo, en la Biblia se le asigna el. 
1 
valor de 3; los babilónicos consid:eraron el valor de 3.! ; los egipcios, 4(8/9)2; 
. 8 
Brahmagupta, de la India, calculó 3, 162277; los chinos, 3,1724 y, más 






decir entre 3,14085 y 3,14286. A lo largo del tiempo, el número de cifras 
decimales fue aumentando cada vez más, aunque con cierta lentitud. Así, 
hasta mediados del siglo XX, se conocía más de 2 000 cifras decimales de n, 
pero con la rápida evolución de las computadoras, ya en 1987, se conocía más 
de 100 millones de cifras decimales de n. Actualmente, es posible obtener 
tantas cifras decimales como se quiera, sin embargo, ninguna fracción ordinaria 
puede expresar exactamente su valor. 
Teorías utilizadas para T 4: 
814: Ausente en el texto 
T 5: Traza la recta real y representa los siguientes números racionales: 
-~· '!__ . .!. '!__. -~· -3 
5'5'3'3' 7' 
Técnica utilizada para T 5: 
't1s: Graficar una recta real. 
't2s: Escribir el número en la ubicación según corresponde haciendo uso de la 
regla y compás. 
Tecnologías utilizadas para T 5: 
81s: La recta real 
Los números reales pueden ser representados geométricamente en una recta a 
la que denominamos recta real. P;ara ello, graficamos una recta y tomamos un 
punto referencial al que asignamo~ el número cero (0). 
o 
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Podemos considerar un segmento de longitud igual a la unidad ( 1) como patrón 
de medida, y hacemos coincidir su extremo izquierdo con el punto referencial 
cero (0). Al extremo derecho de dicho segmento, le corresponderá el punto 
número uno (1 ). Si hacemos coincidir el extremo izquierdo del patrón de 
medida con el punto número 1, al extremo derecho le corresponderá el número 
2 y así sucesivamente, determinamos los puntos de los enteros siguientes. Al 
hacer un proceso similar, podemos determinar los puntos ubicados a la 
izquierda, correspondientes a los enteros negativos. 
· ... :, • ..•• · .••• : 0:' • ··":[: . ·:' 
' ( ', t '. i : í .. ·1 l . 'j ~. 
, -2 ~ .::..:1< ó. :, L.:j ~.:~ j ..... 4 .. >. r· 
i .. ) .. >.~- -~ ... :: .. .:· ... t._ .. _:_: . 
Si dividimos los segmentos unitarios ubicados en la recta en partes iguales, 
obtendremos los puntos correspondientes a los números racionales 
fraccionarios, de este modo a cada número racional le corresponde un punto 
en la recta. Sin embargo, por más divisiones que se haga, no vamos a 
.• : <, .·.· 
. ..· 
1 1 1 d 
·. ::-n-,3 >7.' 2.-~·· ... •· ·. "> .·· .' '/ 
completar todos los puntos de la recta con este proceso, es decir, que va haber 
puntos de la recta a los que no se les podrá asignar números racionales. A 
estos puntos les corresponden los números irracionales. 
825: Ubicación de los números racionales 
Para representar algunos números racionales en la recta, aplicaremos el 
siguiente procedimiento: 
1. Localizaremos en la recta real los puntos correspondientes a los 
números enteros. 
2. Trazamos una semirrecta desde el punto cero (O) de la recta. real, y 
formamos un cierto ángulo agudo a.. 
3. Si queremos representar el número racional ~ (no entero), ubicamos en 
b 
la semirrecta b segmentos unitarios. 
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4. Unimos el extremo del último segmento unitario de la semirrecta con el 
punto de la recta real correspondiente al número entero a. 
5. Del extremo del primer segmento unitario ubicado en la semirrecta, se 
traza una paralela al segmento determinado en el paso 4, que interseca 
a la recta real en el punto correspondiente al número racional !!_ • 
b 
Teorías utilizadas para T s: 
81s: Ausente en el texto 
T s: Traza la recta real y representa los siguientes números irracionales: 
-M; -!5; 16; -J? (Aplica el teorema de Pitágoras). 
Técnica utilizada para T6: 
't1s: Graficar una recta real. 
't2s: Escribir el número en la ubicación según corresponde haciendo uso de la 
regla y compás. 
Tecnologías utilizadas para T6: 
81s: La recta real 
Los números reales pueden ser representados geométricamente en una recta a 
la que denominamos recta real. Para ello, graficamos una recta y tomamos un 
punto referencial al que asignamos el número cero (0). 
o 
Podemos considerar un segmento de longitud igual a la unidad (1) como patrón 
de medida, y hacemos coincidir su extremo izquierdo con el punto referencial 
cero (0). Al extremo derecho de dicho segmento le corresponderá el punto 
número uno (1 ). Si hacemos coincidir el extremo izquierdo del patrón de 
medida con el punto número 1, al extremo derecho le corresponderá el número 
2 y así, sucesivamente, determinamos 19.s puntos de los enteros siguientes. Al 
hacer un proceso similar podemos determinar los puntos ubicados a la 
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la recta en partes 
iguales, obtendremos los puntos correspondientes a los números racionales 
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fraccionarios, de este modo a cada número racional le corresponde un punto 
en la recta. Sin embargo, por más divisiones que se haga, no vamos a 
completar todos lo puntos de la recta con este proceso, es decir, que va a 
haber puntos de la recta a los que no se les podrá asignar números racionales. 
A estos puntos les corresponden los números irracionales. 
. ..... ' ' ...... " ... ~ ::. ' :.'. . ·.. . :., •: . 
~4, .. • •~;-~ ••.... - i •••··._t:¡~, .....• -i··•¡ ... ¡ •.. ,. ·i·•~•J: 1¡rnt1JjJ:rr~h .. rtlJr.~r:. ~·., 
G2s: Ubicación de los números irracionales de la forma fa 
Para ubicar números irracionales de la forma Fa, aplicaremos los siguientes 
procedimientos: 
1. Localizaremos en la recta real los puntos correspondientes a los 
números enteros. 
2. Del punto P de la recta real 
correspondiente al número 1, 
trazamos una perpendicular a la 
recta, y en esta perpendicular 
determinamos un segmento 
unitario PQ. 
3. Unimos el punto M, 
correspondiente al número O de 
la recta real, con el punto Q. 
........ : .. · :~:··.· .. :l:.. ' 
) " .· ·. """: "'º' .. Q'.:, ' 
........ --·-< .. ,~.. .. 
Vemos que sobre el plano hemos formado un triángulo rectángulo MPQ 
de catetos MP y PQ, de longitud unitaria. De aquí, podemos determinar 
la longitud de la hipotenusa MQ al aplicar el teorema de Pitágoras, es 
decir: 
MQ2 = MP2 + PQ2 
MQ2 = 12 + 12 
MQ = -fi 
4. Ahora, ya tenemos un segmento de longitud -fi que es un número 
irracional que queremos ubicar en la recta real. Para ello, hacemos 
centro en M y con radió MQ se traza un arco de circunferencia que 
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interseca a la recta real en el punto S. A este punto S le corresponde 
como coordenada el número -!2 . 
5. Podemos continuar la ubicación de más números irracionales de esta 
forma, al trazar perpendiculares de los puntos de los números 
irracionales obtenidos en la recta. 
En este gráfico hemos ubicado al punto S y S', correspondientes, 
respectivamente, a los números irracionales -!2 y J3 . Para la 
ubicación de J3, hemos procedido del mismo modo, al trazar una recta 
perpendicular desde el punto S, y obtener luego el punto S'. 
936: Teorema de Pitágoras 
En todo triángulo rectángulo, la suma de los cuadrados de los catetos es igual 
al cuadrado de la hipotenusa. 
b~ 
a 
Teorías utilizadas para T s: 
81s: Ausente en el texto 
T 7: En la recta real. 
M N p 9 11111 1 1 1 
Escribe: -3 -2 -1 o 
R S T 
1 1 1 
1 2 3 
a. Tres números racionales entre M y P. 
b. Tres números irracionales entre R y U. 




d. Cuatro números racionales no enteros entre R y T. 
Técnica utilizada para T1: 
t 11: Graficar las líneas que indicarán la posición de los nuevos números en la 
recta real. 
t 27: Escribir los nuevos números dentro de los segmentos. 
Tecnologías utilizadas para T1: 
917: La recta real 
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Los números reales pueden ser representados geométricamente en una recta a 
la que denominamos recta real. Para ello, graficamos una recta y tomamos un 
punto referencial al que asignamos el número cero (0). 
o 
Podemos considerar un segmento de longitud igual a la unidad (1) como patrón 
de medida, y hacemos coincidir su extremo izquierdo con el punto referencial 
cero (0). Al extremo derecho de dicho segmento, le corresponderá el punto 
número uno (1 ). Si hacemos coincidir el extremo izquierdo del patrón de 
medida con el punto número 1, al extremo derecho le corresponderá el número 
2 y así sucesivamente, determinamos los puntos de los enteros siguientes. Al 
hacer un proceso similar, podemos determinar los puntos ubicados a la 
izquierda, correspondientes a los enteros negativos. 
.. ,~ ~ 
..... ·· .. ·: : ... :; ~- :: :.~:~ :, ' .. 
Si dividimos los segmentos unitarios ubicados en la recta en partes iguales, 
obtendremos los puntos corre~pondientes a los números racionales 
fraccionarios, de este modo, a cada número racional le corresponde un punto 
en la recta. Sin embargo, por más divisiones que se haga, no vamos a 
completar todos lo puntos de la recta con este proceso, es decir, que va a 
haber puntos de la recta a los que no se les podrá asignar números racionales. 
A estos puntos les corresponden los números irracionales. 
·~~-~ .. ·-t .... · -hi- .. ·.···········úi)¿: :.rJ-~~}~í:i,-.k~t~J;I¡:;";¡::u:i~~;~:~J~J·. 
827 : Ubicación de los números racion~les 
Para representar algunos números racionales en la recta aplicaremos el 
siguiente procedimiento: 
1. Localizaremos en la recta real los puntos correspondientes a los 
números enteros. 
2. Trazamos una semirrecta desde el punto cero (O) de la recta real, y 
formamos un cierto ángulo agudo a. 
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3. Si queremos representar el número racional a (no entero), ubicamos en 
b 
la semirrecta b segmentos unitarios. 
4. Unimos el extremo del último segmento unitario de la semirrecta con el 
punto de la recta real correspondiente al número entero a. 
5. Del extremo del primer segmento unitario ubicado en la semirrecta se 
traza una paralela al segmento determinado en el paso 4, que interseca 
a la recta real en el punto correspondiente al número racional !!.- . 
b 
837: Ubicación de los números irraCionales de la forma .¡¡;, 
Para ubicar números irracionales de la forma .¡¡;,, aplicaremos los siguientes 
procedimientos: 
1. Localizaremos en la recta real los puntos correspondientes a los 
números enteros. 
2. Del punto P de la recta real 
correspondiente al número 1 , 
trazamos una perpendicular a 
la recta, y en esta 
perpendicular determinamos 
un segmento unitario PQ. 
3. Unimos el punto M, 
correspondiente al número O de la recta real con el punto Q. 
Vemos que sobre el plano hemos formado un triángulo rectángulo MPQ 
de catetos MP y PQ, de longitud unitaria. De aquí, podemos determinar 
la longitud de la hipotenusa MQ al aplicar el teorema de Pitágoras, es 
decir: 
MQ2 = MP2 + PQ2 
MQ2 = 12 + 12 
MQ =-Ji 
4. Ahora, ya tenemos un segmento de longitud -Ji que es un número 
irracional que queremos ubicar en la recta real. Para ello, hacemos 
centro en M y con radio MQ se traza un arco de circunferencia que 
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interseca a la recta real en el punto S. A este punto S le corresponde 
como coordenada el número 12 . 
5. Podemos continuar la ubicación de más números irracionales de esta 
forma, al trazar perpendiculares de los puntos de los números 
irracionales obtenidos en la recta. 
En este gráfico hemos ubicado al punto S y S', correspondientes, 
respectivamente, a los números irracionales Ji y .f3. Para la 
ubicación de .f3, hemos procedido del mismo modo, al trazar una recta 
perpendicular desde el punto S, y obtener luego el punto S'. 
947: Teorema de Pitágoras 
En todo triángulo rectángulo, la suma de los cuadrados de los catetos es igual 
al cuadrado de la hipotenusa. 
b~ 
a 
Teorías utilizadas para T1: 
8 17 : Ausente en el texto 
T8: En la recta real el número 0,401400140001 ... se representa entre O y el 1. 
Escribe un número irracional como el anterior, que se represente: 
a. entre 3 y 4. b. entre -1 y -2. 
c. entre 2 y 3 d. entre -5 y -6. 
Técnica utilizada para T s: 
't1s: Graficar la recta real. 
't28 : Escribir los números enteros que se solicitan. 
't3s: Escribir los nuevos números entre los números enteros. 
Tecnologías utilizadas para Ts: 
81s: La recta real 
Los números reales pueden ser representados geométricamente en una recta a 
la que denominamos recta real. Para ello, graficamos una recta y tomamos un 
punto referencial al que asignamos el número cero (0). 
o 
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Podemos considerar un segmento de longitud igual a la unidad ( 1) como patrón 
de medida, y hacemos coincidir su extremo izquierdo con el punto referencial 
cero (0). Al extremo derecho de dicho segmento, le corresponderá el punto 
número uno (1 ). Si hacemos coincidir el extremo izquierdo del patrón de 
medida con el punto número 1, al extremo derecho le corresponderá el número 
2 y así, sucesivamente, determinamos los puntos de los enteros siguientes. Al 
hacer un proceso similar podemos determinar los puntos ubicados a la 
izquierda, correspondientes a los enteros negativos . 
. · .. · ... : -·:·' ·:····. 
;~ ¡' 'l f'¡ ,,,, 1' 1 '' l'>i ~¡: 
,,, _:_4 ~:r _:_2 +~I,~ o,,,,, f~:,'l''f~:; ~- i¡A.'~?··: ;' 
Si dividimos los segmentos unitarios ubicados en la recta en partes iguales, 
obtendremos los puntos correspondientes a los números racionales 
fraccionarios, de este modo a cada número racional le corresponde un punto 
en la recta. Sin embargo, por más divisiones que se hagan, no vamos a 
completar todos lo puntos de la recta con este proceso, es decir, que va a 
haber puntos de la recta a los que no se les podrá asignar números racionales. 
A estos puntos les corresponden los números irracionales . 
. : ~=· . ..: .... ., .. , :: .~ .• : .• ,..... .::.· • .: .. a.·--~-:·::-~·;;_.,:....· ; . ·:..:· .,., <. ·: . .; . . :·; ..... :.::. ~:.::.;~,(~:::: ... -~~.::;;·~· .'. :·.,·:. · ..'"" .. -~:: ..• ~.' ,;;~ 
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828: Ubicación de los números irracionales de la· forma Fa 
Para ubicar números irracionales de la forma Fa, aplicaremos los siguientes 
procedimientos: 
1. Localizaremos en la recta real los puntos correspondientes a los números 
enteros. 
2. Del punto P de la recta real 
correspondiente al número 1, 
trazamos una perpendicular a la 





3. Unimos el punto M, correspondiente al número O de la recta real con el 
punto Q. 
Vemos que sobre el plano hemos formado un triángulo rectángulo MPQ 
de catetos MP y PQ, de longitud unitaria. De aquí, podemos determinar 
la longitud de la hipotenusa MQ al aplicar el teorema de Pitágoras, es 
decir: 
MQ2 = MP2 + PQ2 
MQ2 = 12 + 12 
MQ= j2 
4. Ahora, ya tenemos un segmento de longitud F2 que es un número 
irracional que queremos ubicar en la recta real. Para ello, hacemos 
centro en M y, con radio MQ, se traza un arco de circunferencia que 
interseca a la recta real en el punto S. A este punto S le corresponde 
como coordenada el número F2 . 
5. Podemos continuar la ubicación de más números irracionales de esta 
forma, al trazar perpendiculares de los puntos de los números 
irracionales obtenidos en la recta. 
En este gráfico hemos ubicado al punto S y S' correspondientes, 
respectivamente, a los números irracionales F2 y -J3. Para la 
ubicación de -J3, hemos procedido del mismo modo, al trazar una recta 
perpendicular desde el punto S, y obtener luego el punto S'. 
83s: Teorema de Pitágoras 
En todo triángulo rectángulo, la suma de los cuadrados de los catetos es igual 
al cuadrado de la hipotenusa. 
b~ 
a 
Teorías utilizadas para T8: 
E>1s: Ausente en el texto 
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T9: Completa los siguientes enunciados: 
1 Ji 
1 
El número irracional-Ji es un número 1 1 no 
periódiqo, aparece al calcular la 1 1 de un 
triángulo rectángulo cuyos catetos miden D. La 
expresión decimal de -Ji es 1 1. 
El número irracionaln es un número decimal no 1 l. 
y aparece en numerosas fórmulas de geometría, como 
por ejemplo: 
Longitud de la circunferencia: L 9L_ _ _. 
Área del círculo: A =1 1 
Una expresión decimal de n es L--1 __ _. 
Técnica utilizada para T9: 
t 19: Escribir las palabras según corresponda. 
t 29 : Escribir la fórmula de longitud de la circunferencia y área del círculo. 
tag: Escribir el número irracional según corresponda. 
Tecnologías utilizadas para T9: 
819: Sin embargo, cuando calculamos longitudes, podemos obtener un 
resultado que no es racional, es decir, que no lo podremos representar como 
un número racional periódico. Así, si calculamos la diagonal de un cuadrado de 
un metro de lado, obtendremos el número -Ji, el cual se puede expresar como 
un decimal infinito no periódico: 
-Ji= 1,41421356237309504880168872420969807856 ... 
1m 
1m 
829: Teorema de Pitágoras 
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En todo triángulo rectángulo, la suma de los cuadrados de los catetos es igual 
al cuadrado de la hipotenusa. 
b~ 
a 
839 : Podemos usar la fórmula de longitud L de la circunferencia: L = 2n:r, donde 
res el radio y n: es un número cercano a 3,1416, pero no es exactamente este 
valor. 
En realidad, el número 1t es un número irracional, es decir con infinitas cifras 
decimales no periódicas. 
1t = 3,1415926535897932384626433832795028841971 ... 
El valor del número 1t, que como sabemos es el cociente o razón entre la 
longitud de una circunferencia y la longitud de su diámetro, tardó mucho tiempo 
en aproximarse como en la actualidad. Por ejemplo, en la Biblia, se le asigna 
el valor de 3; los babilónicos consideraron el valor de 3!; los egipcios, 4(8/9)2; 
8 
Brahmagupta, de la India, calqJió 3,1 f32277; los chinos, 3,1724 y, más 






decir entre 3,14085 y 3,14286. A lo largo del tiempo, el número de cifras 
decimales fue aumentando cada vez más, aunque con cierta lentitud. Así, 
hasta mediados del siglo XX, se conocía más de 2 000 cifras decimale~ de 1t, 
pero con la rápida evolución de las computadoras, ya en 1987, se conocía más 
de 1 00 millones de cifras decimales de 1t. Actualmente, es posible obtener 
tantas cifras decimales como se quiera, sin embargo, ninguna fracción ordinaria 
puede expresar exactamente su valor. 
849: Área de la región circular (ausente en el texto) 
!. 
Teorías utilizadas para T 9: 
819: Ausente en el texto 
1Q6 
T1 0: Milagros es una chiclayana muy emprendedora y comprometida con la 
juventud de su tierra natal. Ha surgido en ella el deseo de construir una piscina 
para que gocen de una sana recreación los jóvenes durante los meses de 
verano. Gracias a sus gestiones, logra adquirir un terreno de forma cuadrada 
con una superficie de 200m2. 
Responde: 
EDUCACIÓN EN VALORES 
¿Qué opinas de la actitud de 
Milagros? 
a. ¿Qué longitud en metros debe tener el lado del terreno en el que se 
construirá la piscina? 
b. Si desea cercar momentáneamente el terreno con tres vueltas de 
alambre, ¿Cuántos metros de alambre se necesita? 
Técnica utilizada para T10: 
't11o: Interpreta el párrafo textualmente. 
't21o: Traduce del lenguaje escrito al lenguaje numérico. 
't310 : Dibuja el cuadrado del terreno para mostrar la interpretación gráfica del 
problema. 
't410: Escribe la longitud del terreno en metros. 
'ts1o: Escribe la cantidad de alambre en metros. 
Tecnologías utilizadas para T1o: 
8110: Sin embargo, cuando calcylamos longitudes, podemos obtener un 
resultado que no es racional, es decir, que no lo podremos representar como 
. un número racional periódico. Así, si calculamos la diagonal de un cuadrado de 
un metro de lado, obtendremos el número -fi , el cual se puede expresar como 
un decimal infinito no periódico: 
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-fi = 1,41421356237309504880168872420969807856 ... 
'iim 1m 
lm 
8210: Se aprecia que el autor no presenta las tecnologías respectivas para este 
· tipo de tareas. 
Teorías utilizadas para T10: 
8110: Ausente en el texto 
T11: Rosa viaja a la ciudad de Caylloma, ubicada en la región Arequipa. Allí se 
hospeda en una casita construida en un terreno de forma cuadrada, cuya área 
es 57m2. ¿Qué longitud en metros tiene el lado de la casa? 
Técnica utilizada para T11: 
-r111: Interpreta el párrafo textualmente. 
-r211: Traduce del lenguaje escrito al lenguaje numérico. 
-r311: Dibuja el cuadrado del terreno para mostrar la interpretación gráfica del 
problema. 
-r411: Escribe la longitud del terreno en metros. 
Tecnologías utilizadas para T11: 1 
8111 : Sin embargo, cuando calculamos longitudes, podemos obtener un 
resultado que no es racional, es decir, que no lo podremos representar como 
un número racional periódico. Así, si calculamos la diagonal de un cuadrado de 
un metro. de lado, obtendremos el número -Ji, el cual se puede expresar como 
un decimal infinito no periódico: 




8211: Se aprecia que el autor no presenta las tecnologías respectivas para este 
tipo de tareas. 
Teorías utilizadas para T11: 
8111: Ausente en el texto 
T12: José cuenta con una pequeña lámina de metal de 4 cm de largo por 3 cm 
de ancho. Si realiza un doblez como el que se muestra en la figura, ¿cuál será 
su longitud? (Expresa la longitud del doblez con dos cifras decimales). 
' ' ' ' ' ' /\, 
doblez \ 
3cm 
Técnica utilizada para T12: 
4cm 
' 
-r112: Interpreta el párrafo textualmente. 
-r21 2: Traduce del lenguaje escrito al lenguaje numérico. 
't312: Escribe la longitud del terreno en centímetros. 
Tecnologías utilizadas para T12: 
8112: Sin embargo, cuando calculamos longitudes, podemos obtener un 
resultado que no es racional, es decir, que no lo podremos representar como 
un número racional periódico. Así, si calculamos la diagonal de un cuadrado de 
un metro de lado, obtendremos el número -fi , el cual se puede expresar como 
un decimal infinito no periódico: 




Teorías utilizadas para T12: 
8112: Ausente en el texto 
T13: Determina si es verdadero o falso cada uno de los enunciados: 
a. Si 2,5 e R; -!3 e R;(2,5 + -!3) e R 
b. -!3 + (--!3) = 2-!3 
c. 2. 2-1= 2 
d. fics + 2,3) = fics) + Ji(2,3) 
e. fi+-fi =0 
f. El inverso multiplicativo de ~ es ~ 
4 3 
Técnica utilizada para T13: 
't113: Escribe verdadero o falso según corresponda. 
Tecnologías utilizadas para T13: 
8113: Si Cl y b son números reales, se cumple la siguiente propiedad: 
Propiedad Adición(+) 
Clausura Cl + b es un número real 
8213: Si Cl es un número real, se cumple la siguiente propiedad: 
Propiedad Adición(+) 
Elemento inverso Existe un -Cl e W Cl + (-Cl) = O 
8313: Si Cl es un número real, se cumple la siguiente propiedad: 
Propiedad Multiplicación (.) 
Elemento inverso Si Cl *O, existe tA-1 e~/ Cl . w:~. =i 
8413: Si Cl, b y e son números reales, se cumple la siguiente propiedad: 
Propiedad Multiplicación (.) 
Distributiva Cl (b + e) = Cl.b + Cl.c 
Teorías utilizadas para T13: 
8113: Propiedades de las operaciones en el sistema de los números reales. 
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T14: Identifica y escribe la propiedad aplicada en cada enunciado. 
a. (5+if3)+7r =5+(if3 +Jr) 
b. Si Ji E R; 3 E R; 3-!i E R 
c. -fi.-.fi = --fi.-fi 
Técnica utilizada para T14: 
't114: Escribe el nombre de la propiedad aplicada según corresponda. 
Tecnologías utilizadas para T14: 
8114: Si~. by e son números reales, se cumple la siguiente propiedad: 
Propiedad Adición(+) 
Asociativa {~ + b) +e=~ + (b +e) 
8214: Si ~ y b son números reales, se cumple la siguiente propiedad: 
Propiedad Multiplicación (.) 
Clausura ~.b es un número real 
8a14: Si ~ y b son números reales,· se cumple la siguiente propiedad: 
Propiedad Multiplicación (.) 
Conmutativa ~.b=b.~ 
8414: Si~ y b son números reales, se cumple la siguiente propiedad: 
Propiedad Adición(+) 
Conmutativa ~+b=b+~ 
Teorías utilizadas para T114: 
8114: Propiedades de las operaciones en el sistema de los números reales. 
T1s: Aplica la propiedad del invers9 aditivo para determinar el valor de x. 
a. X- 3 = 10 C. X + 2,3 =13,5 
d. X- 8 = 12 e. 4,5 +X= 18 
Técnica utilizada para T1s: 
't115: Escribe el valor numérico de x en cada caso. 
Tecnologías utilizadas para T1s: 
811s: Si ~ es un número real, se cumple la siguiente propiedad: 
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Propiedad Adición{+) 
Elemento inverso Existe un-~ E W ~ + (-Cl) =O 
Teorías utilizadas para T11s: 
811s: Propiedades de las operaciones en el sistema de los números reales. 
T16: Aplica la propiedad del inverso multiplicativo para determinar el valor de x. '- , 
a. 2x = 20 c. 3x = 15 
d. 5x = 30 e. 6x = 12 
Técnica utilizada para T16: 
't116: Escribe el valor numérico de x en cada caso. 
Tecnologías utilizadas para T16: 
8116: Si ~ es un número real, se cumple la siguiente propiedad: 
Propiedad Multiplicación (.) 
Elemento inverso 
Teorías utilizadas para T116: 
8116: Propiedades de las operaciones en el sistema de los números reales. 
T17: Aplica la propiedad del inverso aditivo y la del inverso multiplicativo para 
determinar el valor de x. 
a. 2x + 1 = 11,4 c. 5x -1,4 = 13,6 
b. 3 + 2x = 9 d. 4x- 2,5 = 17,5 
Técnica utilizada para T17: 
't111: Escribe el valor numérico de x en cada caso. 
Tecnologías utilizadas para T11: 
8111: Si~ es un número real, se cumple la siguiente propiedad: 
Propiedad Multiplicación {.) 
Elemento inverso 
8211: Si ~ es un número real, se cumple la siguiente propiedad: 
Propiedad Adición{+) 
Elemento inverso Existe un-~ E W Cl +(-~)=O 
Teorías utilizadas para T111: 
8111: Propiedades de las operaciones en el sistema de los números reales. 
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T18: La propiedad distributiva se cumple para la multiplicación con respecto a la 
adición. ¿Se cumple la propiedad distributiva para la adición con respecto a la 
multiplicación? Esto es 
¿es¡;¡ + (b.c) = (¡;¡ + b). (¡;¡ +e) cierto para todos los valores de lil, by e? 
(Una pista: sea a = 4, b = 2 y e = 3?) 
:récnica utilizada para"f1s: 
1:11s: Escribe una respuesta afirmativa o negativa. 
1:218: Escribe los valores numéricos reemplazando a las variables lil, by c. 
Tecnologías utilizadas para T1s: 
811s: Si lil, by e son números reales, se cumplen las siguientes propiedades: 
Propiedad Notación 
Distributiva de la multiplicación respecto a lil.(b +e)= (lil.b) + (Cl.c) 
la adición 
Teorías utilizadas para T11s: 
8118: Propiedades de las operaciones en el sistema de los números reales. 
T19: Supongamos que alguien afirma lo siguiente: "La propiedad distributiva 
para la adición con respecto a la multiplicación (del ejercicio anterior) es válida, 
y aquí demostramos por qué: 
Sea ¡;¡ = 2, b = -3 y e = 2, se cumple 
¡;¡ + (b . c.)= 2 + (-3 . 2) = 2 + -6 = -4 y 
(¡;¡ + b} (¡;¡+c.)= (2 +- 3)(2 + 2) = (-1)(4) = -4 
Como ambas expresiones son iguales, la propiedad debe ser "válida". ¿Qué 
responderías a este razonamiento? 
Técnica utilizada para T1 9: 
1:119: Escribe una respuesta afirmativa o negativa. 
1 
1:219: Escribe un contraejemplo dando a Cl, b y c. otros valores. 
Tecnologías utilizadas para T19: 
9119: Si Cl, by c. son números reales, se cumplen las siguientes propiedades: 
Propiedad Adición(+) 
Distributiva de la · multiplicación Cl.(b +c.}= (lil.b) + (C!.c.) 
respecto a la adición. 
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8219: Contraejemplos y pruebas. (Ausente en el texto). 
Teorías utilizadas para T119: 
0 119: Propiedades de las operaciones en el sistema de los números reales. 
T20: Verifica con dos ejemplos que, si ¡;:¡ < by b < e,, entonces Cl < e, en R ¿qué 
propiedad es esta? 
Técnica utilizada para T 2o: 
't120: Escribe dos ejemplos dando valores a las variables Cl, b y e,. 
't220: Escribe la propiedad de la relación menor entre números reales. 
Tecnologías utilizadas para T 20: 
8120: Relación de orden 
Relación menor: si Cl y b son números reales, decimos que ¡;:¡ es menor que b 
(e~<b) si la diferencia b- ¡;:¡es positiva, es decir: Cl < b si y solo si (b-CI) E R 
Si Cl es menor que b, decimos, equivalentemente, que b es mayor que tA: b>CI 
Si Cl, by e, son números reales, se cumplen las siguientes propiedades: 
Propiedad Notación 
Transitiva Si ¡;:¡ < b y b < e, entonces Cl < e, 
Teorías utilizadas para T 2o: 
0 120: Propiedades de la relación entre números reales. Relación de orden. 
Relación menor. 
r:tA 21 -7 
T21 : Ordena los números reales -ylU; -; -,de mayor a menor. 
54 4 
Técnica utilizada para T21: 
't121: Compara dos números reales. 
't221: Escribe los números de mayor a menor. 
Tecnologías utilizadas para T21f. 
8121: Relación de orden 
Relación menor: si ¡;:¡ y b son números reales, decimos que Cl es menor que b 
(tA<b), si la diferencia b- ¡;:¡es positiva, es decir: Cl < b si y solo si (b-CI) E R 
Si Cl es menor que b, decimos, equivalentemente, que bes mayor que tA: b>CI 
Si Cl, by e, son números reales, se cumple la siguiente propiedad: 
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Propiedad Notación 
Transitiva Si ~ < b y b < e entonces ~ < e 
Teorías utilizadas para T 21: 
8121 : Propiedades de la relación entre números reales. Relación de orden. 
Relación menor. 
T22: Ordena los números reales -5; !; .J2 , de menor a mayor. 
2 
Técnica utilizada para T 22: 
't122: Compara dos números reales. 
't222 : Escribe los números de menor a mayor. 
Tecnologías utilizadas para T 22: 
8122: Relación de orden 
Relación menor: si ~ y b son números reales, decimos que ~ es menor que b 
(~<b) si la diferencia b- ~es positiva, es decir:~ < b si y solo si (b-~) E R 
Si ~ es menor que b, decimos, equivalentemente, que b es mayor que ~: b>~ 
Si~. by e son números reales, se cumple la siguiente propiedad: 
Propiedad Notación 
Transitiva Si~< b y b < e, entonces ~ < e 
Teorías utilizadas para T 22: 
0 122: Propiedades de la relación entre números reales. Relación de orden. 
Relación menor. 
T 23: Completa con los signos <, > o = 
2 a. -
3 
b. -1,235... ~ 
2 c.--
5 







't123: Compara dos números reales y colocar los símbolos>,< ó =. 
Tecnologías utilizadas para T22: 
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8 123: Relación menor: si ~ y b son números reales, decimos que ~ es menor 
que b (~<b), si la diferencia b- ~es positiva, es decir: ~ < b si y solo si (b-~) e 
Si~ es menor que b, decimos, equivalentemente, que bes mayor que tA: b>tA 
Si lA, b y e son números reales, se cumple la siguiente propiedad: 
Propiedad Notación 
Transitiva Si~< b y b < e, entonces ~ < e 
8223: Relación menor o igual: si ~ y b son números reales, decimos que ~ es 
menor o igual a b (~ ~ b), si ~ es menor que b o ~ es igual a b, es decir: 
~~b siysolosi(tA<b) ó tA=b 
8 323 : Relación mayor o igual: si tA y b son números reales, decimos que ~ es 
mayor o igual a b (~ ~ b) si ~ es mayor que b o ~ es igual a b, es decir: 
~ ~ b si y solo si <~ > b) ó ~ = b 
Teorías utilizadas para T23: 
8 123: Propiedades de la relación de orden entre números reales. Relación 
menor. 
8 223 : Propiedades de la relación de orden entre números reales. Relación 
menor o igual. 
8 323 : Propiedades de la relación de orden entre números reales. Relación 
mayor o igual. 
T24: La siguiente tabla proporciona datos sobre la profundidad de algunos 
mares y la altura de algunas de las montañas más altas del Perú. 
Mares 
Promedio de profundidad en 
metros (como un número 
negativo) 
Océano Pacífico l -3939 
Océano Índico -3840. 
Océano Atlántico -3926 
Mar Caribe -2575 
Mar del Sur de China '-1464 
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Montañas Altura en metros (como un 
número positivo) 
Huascarán (Áncash) 6768 
Sabancaya (Arequipa) 5976 
Alpamayo (Áncash) 5947 
Salkantay (Cusca) 6271 
Huaguruncho (Paseo) 5785 
a. Menciona los mares en orden, empieza con el más 
profundo y termina con el menos profundo. 
b. Ordena las montañas, desde la más baja hasta la más alta. 
c. ¿Verdadero o falso?: El valor absoluto de la profundidad 
del Océano Pacífico es mayor que el valor absoluto de la 
profundidad del Océano Índico. 
d. ¿Verdadero o falso?: El valor absoluto de la profundidad 
del Mar del Sur de China es mayor que el valor absoluto de la 
profundidad del Mar del Caribe. 
Técnica utilizada para T 24: 
T124: Escribe los nombres de mare$ p~ mayor profundidad a menor 
profundidad. 
T224: Escribe los nombres de montañas de menor altura a la de mayor altura. 
T324: Escribe el valor absoluto de un número que representa la profundidad de 
un mar. 
T424: Compara los valores absolutos de dos números reales. 
T524: Escribe verdadero o falso según corresponda. 
Tecnologías utilizadas para T24: 
8124: Relación menor: si lil y b son números reales, decimos que lil es menor 
1 
que b (C!<b), si la diferencia b - C! es positiva, es decir: C! < b si y solo si (b-
C!) E IR(.'"'. 
Si ¡;¡ es menor que b, decimos, equivalentemente, que b es mayor que ¡;¡: I:J>¡;¡ 
SiC!, by c. son números reales, se cumple la siguiente propiedad: 
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Propiedad Notación 
Transitiva Si~< b y b < e, entonces ~ < e 
9224: Valor absoluto de un número Real: 
El valor absoluto de un número real x. se define como x., si x. es mayor o igual a 





1 X 1 = ~X, si 
x;:::o 
x<O 
Teorías utilizadas para T24: 
8124: Propiedades de la relación de orden entre números reales. Relación 
menor. 
8224: Valor absoluto de un número real. 
T25: Traza la recta real y represent~ 2~ 
Técnicas utilizadas para T 25: 
1:125: Grafica una recta real. 
1:225: Escribe el número en la ubicación según corresponde, haciendo uso de la 
regla y el compás. 
Tecnologías utilizadas para T 25: 
9125: La recta real 
Los números reales pueden ser representados geométricamente en una recta a 
la que denominamos recta real. Para ello, graficamos una recta y tomamos un 
punto referencial al que asignamos el número cero (0). 
o 1 
Podemos considerar un segmento de longitud igual a la unidad (1) como patrón 
de medida, y hacemos coincidir su extremo izquierdo con el punto referencial 
cero (0). Al extremo derecho de dicho segmento, le corresponderá el punto 
número uno (1 ). Si hacemos coincidir el extremo izquierdo del patrón de 
medida con el punto número 1, al extremo derecho le corresponderá el número 
2 y así, sucesivamente, determinamos los puntos de los enteros siguientes. Al 
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hacer un proceso similar, podemos determinar los puntos ubicados a la 
izquierda, correspondientes a los enteros negativos. 
Si dividimos los segmentos unitarios ubicados en la recta en partes iguales, 
obtendremos los puntos correspondientes a los números racionales 
fraccionarios. De este modo, a cada número racional le corresponde un punto 
en la recta. Sin embargo, por más divisiones que se haga, no vamos a 
completar todos lo puntos de la recta con este proceso, es decir, habrá puntos 
de la recta a los que no se les podrá asignar números racionales. A estos 
puntos les corresponden los números irracionales . 
. ..• i .··••········ ;j~-~ · ... ~.·~·· .···._;~~>·~·· i .·I~r r~~,:l=c~i~~OJ;_tiJr;:j:,¡1i~Jdcf;t,;~~tG~j 
8225: Ubicación de los números irracionales de la forma Fa 
Para ubicar números irracionales de la forma Fa, aplicaremos los siguientes 
procedimientos: 
1. Localizaremos en la recta real los puntos correspondientes a los 
números enteros. 
2. Del punto P de la recta real 
correspondiente al número 1 
trazamos una perpendicular a la 
recta, y en esta perpendicular 
determinamos un segmento 
unitario PQ. 
3. Unimos el punto M, 
correspondiente al número O de 
la recta real con el punto Q. 
Vemos que sobre el plano hemos formado un triángulo rectángulo MPQ 
de catetos MP y PQ, de longitud unitaria. De aquí, podemos determinar 
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la longitud de la hipotenusa MQ al aplicar el teorema de Pitágoras, es 
decir: 
MQ2 = MP2 + PQ2 
MQ2 = 12 + 12 
MQ = -J2 
4. Ahora, ya tenemos un segmento de longitud -!i que es un número 
irracional que queremos ubicar en la recta real. Para ello, hacemos 
centro en M y, con radio MQ, se traza un arco de circunferencia que 
interseca a la recta real en el punto S. A este punto S le corresponde 
como coordenada el número -!i . 
5. Podemos continuar la ubicación de más números irracionales de esta 
forma, al trazar perpendiculares de los puntos de los números 
irracionales obtenidos en la recta. 
En este gráfico, hemos ubicado los puntos S y S' correspondientes, 
respectivamente, a los números irracionales -!i y .J3 . Para la ubicación 
de .J3, hemos procedido del mismo modo, al trazar una recta 
perpendicular desde el punto S, y obtener luego el punto S'. 
8325: Teorema de Pitágoras 
En todo triángulo rectángulo, la suma de los cuadrados de los catetos es igual 
al cuadrado de la hipotenusa. 
b~ 
a 
Teoría utilizada para T 25: 
0 125: Construcciones numéricas con regla y el campas. (Ausente en el texto) 









't126: Escribe el valor absoluto de cada número real. 
Tecnología utilizada para T26: 
8126: Valor absoluto de un número Real: 
El valor absoluto de un número real x se define como x, si x es mayor o igual a 






1 x 1 = ~x, 
si x<O 
Teorías utilizadas para T 26: 
8126: Valor absoluto de un número real. 
T21: Completa con los signos<, > ó =. 
a.l-hl 












't127: Escribe el valor absoluto de cada número real. 
't227: Compara dos números reales y coloca>,< ó =según corresponda. 
Tecnologías utilizadas para T21: 
8121: Valor absoluto de un número Real: 
El valor absoluto de un número real x se define como x, si x es mayor o igual a 









8221: Relación menor: si lil y b son números reales, decimos que lil es menor 
que b (lil<b) si la diferencia b- lil es positiva, es decir: lil < b si y solo si (b-lil) E 
R". 
Si lil es menor que b, decimos, equivalentemente, que bes mayor que lil: b>lil 
Si lil, by c. son números reales, se cumple la siguiente propiedad: 
Propiedad Notación 
Transitiva Si lil <by b < c., entonces lil < c. 
8321: Relación menor o igual: si lil y b son números reales, decimos que lil es 
menor o igual a b (lil ~ b) si lil es menor que b o lil es igual a b, es decir: 
lil ~ b si y solo si (lil < b) ó lil = b 
8421: Relación mayor o igual: si lil y b son números reales, decimos que lil es 
mayor o igual a b (lil ~ b) si lil es mayor que b o lil es igual a b, es decir: 
lil ~ b si y solo si (lil > b) ó lil = b 
Teorías utilizadas para T21: 
8121: Valor absoluto de un número real. 
0 227: Propiedades de la relación menor entre números reales. 
0 327: Propiedades de la relación menor o igual entre números reales. 
0 427: Propiedades de la relación mayor o igual entre números reales. 
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4.3 MAPA DE RELACIONES ENTRE LOS TIPOS DE TAREAS CON 
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T13 : Determinar Verdadero o falso 
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T1s : Aplicar propiedades 
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T11 : Hesófíier problemas sobre terrenos 
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4.4 CONTRASTACIÓN DEL TIPO DE TAREAS, TÉCNICAS Y 
TECNOLOGÍAS, IDENTIFICACIÓN DE FENÓMENOS Y FORMULACIÓN 
DE CONJETURAS: 
TIPOS DE TAREAS TÉCNICAS TECNOLOGÍAS 
T 1: Analiza los siguientes 
enunciados e indica st son 
verdaderos o falsos. 
-ru: Escribir las letras V au: Un número es irracional si no 
o F segúil puede ser obtenida como el 
corresponda. cociente de dos números 
enteros. 
T 2: Aproxima hasta el 
décimo y centésimo los 
siguientes números 
irracionales, aplica métodos 
de aproximación. 
a. $05 b. J5 c.fi d . ..[15 e. fl7 
-r12: Escribir el valor 
aproximado 
-
hasta el décimo 
y el centésimo. 
1821: El conjunto de números 
irracionales en lo podemos 
denotar por complemento como: 
K= {x/x ~Q} 
812: "Nosotros también podemos 
obtener los primeras decimales 
de algunos números irracionales, 
al aplicar métodos de 
aproximación". 
822: Si a>O, b>O y a2<b2, 
entonces: a< b 
T3: Aproxima hasta el 1 ~ 13 : 
milésimo. los siguientes 
números irracionales, aplica 
métodos de aproximación. 
Escribir el valor 813 es igual a 812 
aproximado hasta 
el milésimo. 823 es igual a 822 
a.-JU b.JI3 c.-Jil d.-./23 e.-}3 
T 4: Buscan información rr14: Leer la información 
sobre el número 1t (pi) y <t> ofrecida en el texto 
(Número de oro) y acerca de 1t (pi) y <t> 
respondan: (Número de oro). 
a. ¿Qué es lo que se conoce -r24: Hacer una búsqueda 
de estos números? personal de la 
b. ¿Cuáles son sus información sobre 1t 
prin~ipales caracterís~i~as? · (pi) y <f> (Número de 
c. ¿Que matematlcos oro). 
reconocidos los han T· : Elaborar un resumen 
d. d ? 74 estu ta o· de la información 
d. ¿Por ~ué se di~e que no obtenida sobre 7t (pi)" y 
son numeras raciOnales? m. (N, d ) 
w umero e oro . 
e. Elaboren un resumen de la E "b" 1 1 00 . fi . , b "d rts4: sen tr as y m ormacton o teru a para 300 . "fr d socializar en clase. pnmeras ct as e 
f. Averigüen las 100 y las n. 
300 primeras cifras de 1t. 
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814: Número de oro, también 
llamado "proporción áurea", el 
cual aparece en medidas del 
cuerpo humano, como por 
ejemplo: la relación entre las 
falanges de los dedos, y la 
relación entre la longitud de la 
cabeza y su anchura. En la 
naturaleza aparece 
repetidamente en la corteza de 
las piñas, en la distribución de 
las hojas de un tallo o en la 
formación de caracoles. 
824: Número n, utilizado en la 
construcción de objetos de 
formas cilíndricas, esféricas, 
elípticas y otras formas 
geométricas como se muestra en 
las imágenes. 
T 5: Traza la recta real y 
representa los siguientes 
números racionales: 
2 7 1 7 6 
--· -· -· -· --· -3 
5'5'3'3' 7' 
T 6: Traza la recta real y 
representa los siguientes 
números irracionales: 
-Jlü; JS; -16; --J? 
(Aplica el teorema de 
Pitágoras). 
T 7: Escribe en la recta real: 
a. Tres números irracionales 
entre RyU. 
b. Dos números irracionales 
entreN y P. 
't¡5: Graficar una recta 
real. 
'tzs: Escribir el número 
en la ubicación según 
corresponde haciendo 
uso de la regla y 
compás. 
't¡6: Graficar una recta 
real. 
'tz6: Escribir el número 
en la ubicación según 
corresponde haciendo 
uso de la regla y 
compás. 
t 17: Graficar las líneas 
que indicarán la 
posición de los nuevos 
números en la recta 
real. 
'tz7: Escribir los nuevos 
números dentro de los 
segmentos. 
8¡s: La recta real. Los números reales 
pueden ser representados 
geométricamente en una recta a la que 
denominamos recta real. Para ello, 
graficamos una recta y tomamos un 
punto referencial al que asignamos el 
número cero (0). 
.. ··. · ....... _.·;.·!1·.:.:;;·:.:.. . : . .. . 
', . ~~ i _;+ }_ :_ ~:¡~!]iJl~i;:~'_'' ;_ 
Sin embargo, por más divisiones que se 
haga, no vamos a completar todos los 
puntos de la recta con este proceso, es 
decir, que va haber puntos de la recta a 
los que no se les podrá asignar 
números racionales. A estos puntos les 
corresponden los números 
irracionales. 
816 igual a 81s 
826: Ubicación de los números 
irracionales de la forma -Ja 
aplicaremos los 
procedimientos: 
811Igual a 81s 
837 Igual a 826 
siguientes 
847: Teorema de Pitágoras 
Ts: Representa entre O y el 1, tr18 : Graficar la recta real. 818 Igual a 81s 
en la recta real el número ~28 : Escribir los. números 828 Igual a 826 
0,401400140001... Escribe enteros que se solicitan. 
un número irracional como el tr38 : Escribir los nuevos 838: Teorema de Pitágoras 
anterior, que se represente: números entre los 
a. entre 3 y 4. números enteros. 
b. entre -1 y -2. 
c. entre 2 y 3 
d. entre -5 y-6. 
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T9: Completa los siguientes ~19 : Escribir las palabras 
enunciados: El número según corresponda. 
irracional.fi es un número ~29: Escribir la fórmula 
. . . . . . . . . . . . no periódico, de longitud de la 
aparece al calcular la circunferencia y área 
. . . . . . . . . . . . . . . de un triángulo del círculo. 
rectángulo cuyos catetos rt39: Escribir el número 
miden . . . . . . . . . La expresión irracional según 
·· ,--- corresponda. decimal de --)2 es ........ . 
El número irracional 1t es un 
número decimal no ......... y 
aparece en numerosas 
fórmulas de geometría, como 
por ejemplo: Longitud de la 
circunferencia: L = ........ . 
Área del círculo: A= ..... . 
Una expresión decimal de 1t 
es .............. . 
819: Si calculamos la diagonal de 
un cuadrado de un metro de 
lado, obtendremos el número 
)2 , el cual se puede expresar 




839: El número 1t es un número 
irracional, es decir con infinitas 
cifras decimales no periódicas. 
7t=3,1415926535897932384626 
433 832795028841971 ... 
849: Área de la región circular 
(ausente en el texto) 
T 10: Resuelve un problema 
contextualizado sobre un 
terreno de forma cuadrada 
con una superficie de 200m2• 
¿Qué longitud en metros 
debe tener el lado del terreno 
en el que se construirá la 
piscina? 
'tuo: Interpreta el 8110 Igual a 81s 
T11: Resuelve el problema: 
Rosa viaja a la ciudad de 
Caylloma, ubicada en la 
región Arequipa. Allí se 
hospeda en una casita 
construida en un terreno de 
forma cuadrada cuya área es 
57 m2• ¿Qué longitud en 
metros tiene el lado de la 
casa? 
párrafo textualmente. 8210: El autor no presenta las 
't210: Traduce del tecnologías respectivas para este 
lenguaje escrito al tipo de tareas. 
lenguaje numérico. 
't31o: Dibuja el cuadrado 
del terreno para mostrar 
la interpretación gráfica 
del problema. 
't1u: Interpreta el 8111 Igual a 819 
párrafo textualmente. 8211 : El autor no presenta las 
't211: Traduce del tecnologías respectivas para este 
lenguaje escrito al tipo de tareas. 
lenguaje numérico. 
't311 : Dibuja el cuadrado 
del terreno para mostrar 
la interpretación gráfica 
del problema. 
T 12: José cuenta con una 't112: Interpreta el 8112 Igual a 819 
pequeña lámina de metal de 4 párrafo textualmente. 
cm de largo por 3 cm de 't212: Traduce del 
ancho. Si realiza un doblez lenguaje escrito al 
como el que se muestra en la lenguaje numérico. 
figura, ¿cuál será su 't312: Escribe la longitud 
longitud? (Expresa la del terreno en 
longitud del doblez con dos centímetros. 
cifras decimales). 
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T 13: Determina s1 es S113: Si a y b son números 
verdadero o falso cada uno 1:113: Escribe verdadero reales, se cumple la propiedad de 
de los enunciados: o falso según Clausura de la Adición: a + b es 
a. corresponda. un número real 
Si 2,5 E R; ,/3 E R;(2,5 + ,/3) E R S213: Si a es un número real, se 
b. J3 + ( -J3) = 2J3 cumple la propiedad del Inverso 
c. 2 ·2-1= 2 Aditivo: Existe un -a E W a+(-
r::: r::: r::: a) = O d. -y2 (5 + 2,3)=-v2 (5)+-v2 (2,3) 
S313: Si a es ún número real, se 
e. -fi + --fi = O cumple la propiedad del 
f. El inverso multiplicativo de 
3 4 Elemento Inverso: Si a -:¡:. O, 
- es - existe a-1 ER! a . a-1 =1 
4 3 
T 14: Identifica y escribe la 
S413: Si a, b y e son números 
reales, se cumple la propiedad 
Distributiva: a(b +e)= a.b + a.c 
propiedad aplicada en cada 1:114: Escribe el nombre 
enunciado. de la propiedad 
Su4: Si a, b y e son números 
reales, se cumple la Asociativa 
de la Adición: ( a+b )+e=a+(b+e) 
S214: Si a y b son números 
reales, se cumple la propiedad de 
Clausura de la Multiplicación: 
a.b es un número real 
a. 
e 5 + V3) + Jr = 5 + cVJ + Jr) 
b. 
Si -fi E R; 3 E R; 3-!i E R 
c. -17.- -fi = --fi.-17 
T 1s: Aplica la propiedad del 
mverso aditivo para 
determinar el valor de x. 
ax-3=10 
C. X+ 2,3 =13,5 
d. X- 8 = 12 
e. 4,5 + x = 18 
T 16: Aplica la propiedad del 
mverso multiplicativo para 
determinar el valor de x. 
a. 2x + 1 = 11,4 
b. c. 5x -1,4 = 13,6 
c. 3 +2x = 9 
d. d. 4x-2,5 = 17,5 
T 17: Aplica la propiedad del 
inverso aditivo y la del 
mverso multiplicativo para 
determinar el valor de x. 
a. 2x + 1 = 11,4 
b. c. 5x -1,4 = 13,6 
c. 3 +2x= 9 
d. d. 4x-2,5 = 17,5 
aplicada según 
corresponda. 
S314: Si a y b son números 
reales, se cumple la propiedad 
Conmutativa de la 
Multiplicación: a . b = b . a 
't11s: Resolver una Sus: Si a es un número real, se 
ecuación de primer cumple la propiedad del Inverso 
grado con una Aditivo: Existe un -'a E R1 a+(-
incógnita x en cada a)= O 
caso. 
1:115: Resolver una S115: Si a es un número real, se 
ecuación de primer cumple la propiedad del 
grado con una Elemento Inverso: Si a -:¡:. O, 
incógnita x en cada existe a-1 ER! a . a-1 =1 
caso. 
1:111: Resolver una Su,: Si a es un número real, se 
ecuación de primer cumple la propiedad del Inverso 
grado con una Aditivo: Existe un -a E W a+(-
incógnita x en cada a)= O. Igual a Sus 
caso. S217: Igual a S116 
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Tu~: Resuelve una situación 
problemática. ¿Se cumple la 
propiedad distributiva para la 
adición con respecto a la 
multiplicación? Esto es ¿es a 
+ (b.c) = (a + b) . (a + e) 
cierto para todos los valores 
de a, by e? 
(Una pista: sea a= 4, b = 2 y 
c=3? 
T 19: Resuelve una situación 
problemática. "La propiedad 
distributiva para la adición 
con respecto a la 
multiplicación (del ejercicio 
anterior) es válida, y aquí 
demostramos por qué: 
Sea a = 2, b = -3 y e = 2, se 
cumple 
a+ (b. e)= 2 + (-3. 2) 
= 2 + -6 = -4 y 
(a + b) (a + e) = (2 + - 3 )(2 + 
2) = (-1)(4) = -4 
Como ambas expresiones son 
iguales, la propiedad debe ser 
válida". ¿Qué responderías a 
este razonamiento?. 




't21s: Escribe los valores 
numéricos 
reemplazando a las 
variables a, b y c .. 
Sus: Si a, b y e son números 
reales, se cumple la propiedad 





una 8119: Si a, b y e son números 
reales, se cumple la propiedad 
't219: Escribe 
contraejemplo 
dando a a, b 
otros valores. 
o Distributiva: a(b +e)= a.b + a.c 
un 8219: Contraejemplos y pruebas. 
(Ausente en el texto). 
Y e 
T2o: Verifica con dos t 120: Escribe dos 
ejemplos, que si a < b y b < ejemplos dando valores 
e entonces a < e en R. ¿qué a las variables a, b y c. 
812o: Relación menor: si a y b 
son números reales, decimos que 
a es menor que b ( a<b) si la 
diferencia b - a es positiva, es 
decir: a < b si y solo si (b-a) E 
R. 
propiedad es esta? t 220: Escribe la 
T 21: Ordena los números 
¡;-;; 21. ~ 7 
reales \1 1 u; 
54 
; 4 , de 
mayor a menor. 
propiedad de la 





dos 8121: Propiedad transitiva de la 
relación menor: si a < b y b < e 
los entonces a < e en R 
números de mayor a 
menor. 
't122: Compara dos 8122: Igual a 8121 
números reales. 
T 22: Ordena los números 
reales - 5; .!_; J2 , de menor 
2 't222: Escribe los 
a mayor. números de menor 
a mayor. 
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T23 : Completa con los signos 
<,>o =. 
2 -fi a. -
3 
b. -1,235 ... -J3 
2 







e. - 7r 
3 
f. --J3 -fi 
't123: Compara dos 
nuineros reales y 
colocar los símbolos 
>, < ó=. 
T 24: Observa la tabla que tt124: Escribe los nombres 
proporciona datos sobre la de mares de mayor 
profundidad de algunos profundidad a menor 
mares y la altura de algunas profundidad. 
de las montañas más altas del 224: Escribe los nombres 
Perú. Y luego: de montañas de menor 
a. Menciona los mares en altura a la de mayor 
orden, . . . altura. 
b. Ordena las montañas, ~324 : Escribe el valor 
desde la más baja hasta absoluto de un número 
la más alta. que representa la 
c. ¿Verdadero o falso?: el profundidad de un mar. 
valor absoluto de la .L424: Compara los 
profundidad del Océano valores absolutos de 
Pacífico es mayor que el dos nú~eros reales. 
valor absoluto de la ~524 : Escribe verdadero o 
:profundidad del Océano falso según 
Indico. corresponda. 
T25: Traza la recta real y -r125: Grafica una recta 
representa 2-fi real. 
't22s: Escribe el número 
en la ubicación según 
corresponde, haciendo 
uso de la regla y el 
compás. 
T 26: Obtén el valor absoluto -r126: Escribe el valor 
de los siguientes números absoluto de cada 





8223: Igual a 8121 
8 223: Relación menor o igual: si 
a y · b son números reales, 
decimos que a es menor o igual 
a b (a :e:; b ), si a es menor que b 
o a es igual a b, es decir: 
a:c:;;b siysolosi(a<b) ó a=b 
8323: Relación mayor o igual: si 
a y b son números reales, 
decimos que a es mayor o igual 
a b (a ~ b) si a es mayor que b o 
a es igual a b, es decir: 
a ~ b si y solo si (a > b) ó a = 
b· 
8224: El valor absoluto de un 
número real x se define como x, 
si x es mayor o igual a cero (x ~ 
O); o el opuesto de x (denotado 




1 X 1 ={ ;' 
-x, si x<O 
8m: Igual a 8¡s: 
8zzs: Igual a 826 
8325: Teorema de Pitágoras 
T 27: Completa con los signos 't127: Escribe el valor 













't227: Compara dos 
números reales y 
coloca>,< ó = 
según corresponda. 
8121: Igual a 8224 
8221: Igual a Sno 
Los tipos de tareas planteados por el texto, en un primer momento consisten en 
analizar enunciados relacionados a los decimales y a sus aproximaciones, buscar 
información del número 1t (pi) y <I> (Número de oro) y representar números racionales e 
irracionales en la "recta real" utilizando el teorema de Pitágoras y la regla y el compas. 
Posteriormente, plantea y resuelve problemas relacionados con los lados y diagonales 
de terrenos de forma rectangular, ejercicios de aplicación y reconocimiento de las 
propiedades de adición y multiplicación como la clausura, asociativa, conmutativa, 
"inverso aditivo", "inverso multiplicativo", distributiva y la relación de "orden", 
relación menor y mayor. 
Es preciso observar y resaltar el planteo de la tarea T17: Aplica la propiedad del inverso 
aditivo y la del inverso multiplicativo para determinar el valor de x. Esto da lugar a 
confusión en las concepciones y representaciones de los docentes, cuando se emplean 
los términos de elemento opuesto y elemento inverso. 
Finalmente, plantea dos situaciones para la reflexión acerca de la "distributiva de la 
adición con respecto a la multiplicación" así como problemas y ejercicios para ordenar 
números de menor a mayor utilizando el valor absoluto de un número real. 
Las técnicas predominantes son el escribir la verdad o falsedad de afirmaciones 
numéricas, graficar en la recta real y comparar números reales. 
No presenta las tecnologías respectivas para: explicar la técnica de dibujar el cuadrado 
de un terreno para mostrar la interpretación gráfica del problema, tampoco justifica la 
técnica de escribir la fórmula de la longitud de la circunferencia y el área de la región 
circular, asimismo, está ausente en el texto la tecnología de la demostración mediante 
un contraejemplos. 
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La teoría en las primeras 12 tareas está ausente en el texto, las siguientes 7 tareas 
empleadas son las propiedades de las operaciones en el sistema de los números reales y 
las propiedades de la ''relación de orden", relación menor y el valor absoluto de un 
número real. Es de resaltar que no existe un adecuado tratamiento de las construcciones 
numéricas con regla y compas. 
RAZON DE SER DE LOS NÚMEROS REALES PROPUESTO EN EL TEXTO: 
Los números reales son estudiados mediante la aproximación al décimo, centésimo y al 
milésimo de expresiones decimales de raíces inexactas, luego solicita el buscar 
información del número n; (pi) y <I> (Número de oro). 
Al parecer, la razón de ser de los números reales es el resolver problemas relacionados 
con hallar el lado de un cuadrado o la diagonal de un rectángulo, incidiendo en su 
gráfica en la recta real. 
Es de resaltar que las tres tareas sobre resolución de ecuaciones no considera números 
irracionales y prioriza la aplicación de las propiedades del "inverso aditivo" y el 
"inverso multiplicativo" 
ESTRATEGIA GLOBAL: 
Es una praxeología muy poco elaborada, el estudio de los números irracionales, 
se reduce a la problemática de la escritura de dichos números, esto es, del cómo se 
representa, hay una preocupación por el símbolo, pero no por el significado, no hay 
cuestión problemática. A pesar de que se ejemplifica los irracionales con números 
decimales infinitos no periódicos, no hay operaciones con los números reales. 
Se prioriza una presentación cuasi formal e incompleta de las operaciones con la 
adición y la multiplicación y algunas de sus propiedades. 
La problematicidad no es numérica ni lógica, es de solución de ecuaciones de 
primer grado con una variable y mediante el teorema de Pitágoras. 
Es una praxeología en la que no ha habido estudio, el texto presenta 
conocimientos que se aprendieron al estudiar los números racionales y sus 
representaciones decimales periódicas y que da por conocido, está resumiendo o 
recobrando conocimientos que él cree que ya está dominado por los estudiantes, como 
son las propiedades de la adición y multiplicación de los números racionales, resolución 
de ecuaciones de primer grado y la comparación de números reales mediante sus 
expresiones decimales. 
LO QUE NO HA Y Y PODRÍA HABER: 
1) No presenta al inicio del estudio de los irracionales una situación problemática o 
una actividad de aprendizaje. Pienso que se podría iniciar, proponiéndose algunos 
problemas cuyo estudio provoque la enseñanza del concepto, por ejemplo: ¿Cuánto 
mide el lado de un cuadrado de área 2 m 2 ? Mediante los Diálogos de Platón o 
plantear una situación didáctica como el puzzle de Lewis Carroll: "Un cuadrado de 
más". 
2) Se podría presentar la siguiente actividad#1: 
Dada la tabla adjunta. Completar con uno o más números, si es posible, las 
casillas vacías de la tabla; (el uso de la calculadora está permitido) si no puede llenar 
alguna casilla coloca una cruz en esa casilla y luego se le pide: 
a) Indicar porqué no puede llenar esa casilla y 
b) Cómo podría verificar las respuestas para cada casilla llena del tablero. (Esto 
permitiría ver si la elevación al cuadrado funciona como medio de verificación y 













x2 16/25 3 -4 1t 4,16 
3) Sobre las concepciOnes entre número decimal y representación decimal; un 
conocimiento a tener en cuenta, por parte de los profesores; es que para muchos 
matemáticos, como Elong Lima y otros, que trabajan normalmente en Análisis, el 
número real es un número decimal, es decir, los números reales se clasifican en: 
Número Decimal Finito 
Número Decimal Infinito Periódico. 
Número Decimal Infinito Semiperiódico. 
Número Decimal Infinito No periódico. 
) Racionales 
Irracionales 
Pero, por otro lado, en los orígenes del número decimal se encuentra esta 
conceptualización: 
X es número decimal finito <=> X es un número decimal. 
1 BRONNER, Alain; 2007. "Etude Didactique des Nombres réels, idécimalité et racine carrée" Tesis 
Doctoral. Université Joseph Fourier. Grenoble I. 
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Número Decimal Infinito Periódico. 
Número Decimal Infinito Semiperiódico. 
Número Decimal Infinito No periódico 
} Son representaciones decimales 
En este contexto: 1/3 no es un decimal, pero tiene una representación decimal. 
Las fracciones decimales, son aquellas fracciones que tienen como denominador la 
descomposición prima de 1 O (múltiplos de 2 o 5), son un tipo particular de 
fracciones; y se afirma que son densas en las fracciones porque cualquier fracción 
se puede aproximar por fracciones decimales, es decir, acercarnos tanto como 
queramos a las fracciones; así como también Q es denso en R ya que cualquier 
nfunero irracional se puede aproximar tanto como se quiera por medio de números 
racionales, por eso que no se trabaja con todos los números reales y se trabaja con 
los números racionales. 
Por lo tanto este es el sentido epistemológico de las fracciones decimales y tiene 
un estatuto importante porque cualquier fracción se puede aproximar por fracciones 
decimales. Es redundante decir que los números decimales son finitos, porque 
desde este punto de vista todo decimal es una fracción decimal. 
La observación matemática es que, si bien en principio era pertinente en la 
actualidad esta distinción sería innecesaria, porque detrás del decimal siempre se 
puede considerar su representación decimal, ya que todo número real tiene una 
descomposición en base decimal, y esa descomposición se llama la representación 
decimal, en particular algunas serán finitas 
Es decir, todo número real a: 
se puede descomponer en base 1 O de la siguiente manera: 
- 10n 2 1 o dl d2 d3 dn dn+l an + ... +a210 +a110 +a0 10 +-+-2 +-3 + ... +-+--1 + ... 10 10 10 IOn IOn+ 
Luego no tendría sentido hacer distinción entre ser un número decimal y ser 
representación decimal, se consideran a todos simplemente como números 
decimales. Si bien es legítimo para los matemáticos, desde el punto- de vista 
didáctico, esto es muy distinto, ya que para los didactas en general 0,25 y 0,2222 ... 
Tienen connotaciones diferentes, 0,2222... involucra la noción de convergencia y del 
infinito, además 0,222 ... no es un decimal, es la representación decimal de 2/9; esto 
que es muy sutil para los matemáticos, desde el punto de vista didáctico es muy 
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delicado, entonces es necesario mantener esta distinción aunque en la esfera 
matemática todos lo rechacen, ya que para ellos los números reales y los decimales 
finitos o infinitos, son términos equivalentes. 
4) Las definiciones de las operaciones de adición y multiplicación de números 
decimales infinitos, se evitan para no abordar el problema de sumas y productos 
infinitos, ya que esto implicaría un tratamiento del infinito con relación al Límite y la 
Convergencia. 
Por ejemplo la "demostración" de que: 0,2222.... = ~ se realiza de la 
9 
siguiente forma: 
1 Ü X = 2,22222 ... -----+ ¿Porqué: (10)(0,22222 ... ) = 2,22222 ... ? 
¿Cómo explicar el producto por un decimal infinito? X= 0,22222 .. . 
9 X= 2,00000 ... 
x=2/9 
¿Porqué: 2,2222 ... - 0,2222 ... = 2,0000 ... ? 
¿Cómo se realiza la resta de decimales infinitos? 
Esta problemática, el de realizar operaciones con números decimales 
infinitos en base a las reglas de adición y multiplicación de los números decimales 
exactos o "finitos", debió tratarse, tal vez, al abordar los Decimales Infinitos 
Periódicos. 
Matemáticamente, se evita el producto y resta de sucesiOnes infinitas; por 
ejemplo en el producto (10)x(0,2222 ... ) previamente, es necesario identificar la 
siguiente representación: 10 = (1 O; 1 O; 1 O; 10; 10; ... ) 
0,2222 ... = (0,2; 0,22; 0,222; 0,2222; ... ) 
Luego, para hallar el producto (1 O)x(0,2222 . . . . ) multiplicamos componente a 
componente las dos sucesiones: (10)x(0,2222 ... ) = (2; 2,2; 2,22; 2,222; ... ) 
También se evita el tratamiento de la convergencia, toda vez que debería 
derrotarse de la siguiente manera: 
(Io; 10; 1o; 10; 10; ... ) 
(0,2; 0,22; 0,222; 0,2222; ... ) 





Análogamente, en la diferencia: 2,2222 . . . - 0,2222 ... 
(2; 2,2; 2,22; 2,222; ... ) 2,2222 ... 
(O; 0,2; 0,22; 0,222; ... ) 0,2222 ... 
Resulta: (2; 2; 2; 2; 2; ... ) 2 
Esto tiene. su sustento en la definición de número real mediante sucesiones .. de 
Cauchy, que dice: Al conjunto que forman todas las sucesiones ( Xn ) de Cauchy 
de números racionales, lo notaremos con T. La relación (xn) = (Yn) es una 
relación de equivalencia por lo que determina una partición de T. 
Llamaremos número real a cada una de las clases de sucesiones de Cauchy 
equivalentes de números racionales. 
5) No se debe dejar de utilizar las representaciones geométricas, como por ejemplo 
del número Pi y el Número de oro. Sin caer en el obstáculo epistemológico de 
dar la idea de que son el cociente de dos números enteros. 
Longitud de la Circunferencia n= . 
Diámetro de la Circunferenqia ' 
rjJ = Diagonal del Pentágono = d 
Lado del Pentágono l 
6) Podría plantearse a discusión de los alumnos, ¿Cuál de las dos aproximaciones 
sería la más apropiada?. 
J2 xJ8 =1,41421356237035 ... x 2,82842712474 ... ~ 1,4 x 2,8 = 3,92 (Defecto) 
.J2 x J8 = 1,41421356237035 ... x 2,82842712474 ... ~ 1,5 x 2,9 = 4,35 (Exceso) 
7) El tratamiento de aproximación, implica una teoría del error, que no está presente 
en el texto. El aproximar o "cortar" donde no se debe, genera un error, por ejemplo 
el afirmar que 1,4142 y 1,4144 son iguales aproximando al décimo o al centésimo. 
8) Podría utilizarse sin dificultad un símbolo para representar la aproximación, y que 
no se confunda con el de igualdad. 
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9) Para una mejor presentación de las aproximaciones por exceso y por defecto 
debería hacerse uso del recurso gráfico que relacione la representación numérica y 




1 1 1 1 . ...J * ¡ ············· 1 1 1 1 
1,41 1,411 1,412 1,413 ... 1;4 ~ 1,415 1Al6 ... 1,417 1,418 1,419 
.,,./'//,.///// '--~.,---.. , ... ,·.,·, .. , •... , .. , ___ --.. 
1,4142 1,4143 
••• y así sucesivamente. 
Debemos considerar que no es lo mtsmo DESCUBRIR el número que 
CONSTRUIRLO, no es de extrañar entonces, que los estudiantes tengan una 
incompletitud en cuanto a su relación con los irracionales 
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11) Una presentación por "encajonamientos", sería necesario para integrar las teorías 
matemáticas como el orden y densidad de los números reales, así como el de 
intervalos que aquí si tendría sentido su existencia. 
1 1,4[ ¡ 1,5 ., y 
1,4 1,42 
2 
1 < 1,4 < 1,41 < 1,414 < ... < .J2 < ... < 1,415 < 1,42 < 1,5 < 2 
1 
Aproximaciones por defecto 
Se observaría que: 
Aproximaciones por exceso 
[1;2] :::> [1,4;1,5] :::> [1,41;1,42] :::> [ ] :::> • • • 
Y además que el número irracional J2 yjene determinado por la siguiente 
sucesión de intervalos encajados: 
( [1; 2],[1,4; 1,5],[1,41; 1,42],[1,414; 1,415], ... ) 
También podría verificarse que: 
12 < (1,4 y < (1,41 y < ( y < ... < 2 < ... < ( y < (1,42 y < (1.sr < 2 2 
12) Cuando se escribe: 0,99999 ... = 1, se estaría pretendiendo dar alguna idea de 
convergencia, no se escribe 1 = 0,99999 ... ; como es el caso cuando se decreta que: 
J2 = 1,4142135 ... ; 





Se leería: 0,9999 ... tiende a 1 y 0,99999 ... = 1 en el infinito. 
1,4142135 ... tiende a J2 y 1,4142135 ... = J2 en el infinito. 
13) ¿Por qué no escribir: ( 1; 1,4; 1,41; 1,414; 1,4142; 1,41421; 1,414213; ... )~ J2? 
( 3; 3,1; 3,14; 3,141; 3,1415; 3,14159; 3,141592; ... ) ~ 1C 
Sería matemáticamente correcto, ya que, considera..'l.do: 
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{1; 1,4; 1,41; 1,414; 1,4142; ... } como una sucesión de Cauchy: 
Lím ( 1; 1,4; 1,41; 1,414; 1,4142; ... ) = .J2 
n~oo 
El problema que se estaría tratando de obviar es el paso al infinito, lo mismo 
ocurre cuando se trata con los decimales periódicos; 
Por ejemplo: 
0,3 = 0,3333333 ... = 0,3 + 0,03 + 0,003 + 0,0003 + ... 
3 3 3 3 3( 1 1 1 ) 
= 10 + 1oo + 1ooo + 1oooo +... = ro 1+ 10 + 1oo + 1ooo + ... 
= 3 r 1 ( 1 ) 2 ( 1 ) 3 ( 1 ) • ( 1 ) n+ 1 1 10 1 +10+ 10 + 10 + ... + 10 + 10 + ... 
.....__ _____ --v- ______ ____; 
Sn 
Sabemos que : 
Pero: 
Lím Sn = 
1 10 
o también --
' 1 9 n~oo 1--
10 
3 S Luego tendríamos: 0,3 ffiLÍm n 
n~oo 
Luego, por qué no escribimos así: 0,3 














0.3 1 ~ 
3 
14) Los profesores tenemos una gran responsabilidad al decidir, según el nivel y grado 
de estudios, la situación problemática y la devolución que planteamos a nuestros 
estudiantes, para propiciar el conflicto cognitivo que haga emerger el conocimiento 
nuevo, tratando en lo posible, de franquear los obstáculos didácticos y 
epistemológicos, considerando en primer lugar, el componente matemático 
inmerso. 
Hasta que punto sería adecuado, planificando el tiempo y el tipo de devolución al 
tipo de preguntas que realicen los estudiantes, enfrentar al alumno con ejercicios 
que involucren el infinito, como el plantear ejercicios del tipo: 
a) ¿A qué es igual: 1-1+1-1+1-1+1-1+1-1+1-1+ ... ? 
a) O; b)l/2; e) 1; d) no se sabe. e) no existe. 
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b) ¿Es cierto que: J2+~2+J2+)2+.J2+ ... =2? 
15) Deberla 'crearse un espacio, en el estudio de los números decimales periódicos co~ 
respecto al esclarecimiento o mejor tratamiento del sentido que se da a los puntos 
suspensivos" ... ". 
16) También existe la posibilidad de que se pueda obtener una aproximación de J2, 
mediante el programa de cálculo: 
x2 = 2 <:::> x=-1-+1 
x+1 
(&) 
Es decir: 1 <X< 2 <::::> _±<-1-+1<1_ 
3 x+l 2 
1,33333 ... < X¡ < 1,5 <=> 1<_1_+1<10 
5 .x¡+1 7 
1,40 < X2 < 1,428 ... <=> 24<_1_+1<17 
17 x2 +1 12 
1,411... <x3 < 1,4166 ... <=> .±!<-1-+1< 5
4
8
1 29 x3 +1 
1,4137 ... <)4< 1,4146 ... <=> ~<-1-+1<~ 
x
4 
+1 · · 
... Así sucesivamente. 
Hasta obtener la aproximación que se desee: 
1,414235 ... < J2 < 1,414235 ... 
17) No es común mostrar, por lo menos a manera de visualización, el desarrollo en 
fracciones continuas, de la aproximación de J2, dada por Bombelli (1572), en su 
tratado "Algebra". Haciendo x = J2 en la ecuación(&) se obtiene la igualdad: 




18) Una planta, está en una habitación y crece cada día: 1 er. día 1,9 m; 2do día 1,99 
m; 3er. día1,999 m; 4to.día: 1,9999 m y así sucesivamente. Si el techo está a una 
la altura de 2 metros, ¿Existe un día en el que la planta llegue al techo? y luego 
¿Seguirá creciendo la planta? 
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FENÓMENOS DIDACTICOS: ( Q?i) 
Del análisis de la reconstrucción de la organización matemática realizada por el texto 
escolar, podemos evidenciar la presencia de los siguientes fenómenos didácticos: 
Q?1 : Hay poca transparencia en lo que se considera número; la relación entre la 
categoría de ser número decimal y ser la representación decimal de un número es difusa. 
Indicadores: 
1). Desde cuando se repasa los números naturales, enteros y racionales.se sobreentiende 
que el número es un concepto previo y muy claro. Además, cuando se clasifican los 
números racionales; existe una confusión entre el número decimal periódico y la 
representación decimal periódica. Por ejemplol/3 no es un decimal, pero tiene una 
representación decimal, las fracciones decimales, son densas en las fracciones 
porque cualquier fracción se puede aproximar por fracciones decimales, es decir, 
acercarnos tanto como queramos a las fracciones; así como Q es denso en R. 
2) Se afirma primero, que todo número racional puede ser expresado en decimales, y 
luego, que un numero irracional es todo aquel número decimal que en su parte 
decimal tiene infinitas cifras decimales ~~ presentar período alguno, o número 
decimal con infinitas cifras que no se repiten en período. 
Q? 2 : En el estudio de los números reales se privilegia la representación decimal, es decir 
su escritura numérica, por sobre su significado y razón de ser. 
Indicadores: 
l. La modelización numérica no existe. No aparecen situaciones matemáticas 
interesantes útiles para estudiar problemas. El texto analizado presenta en su 
mayoría ejercicios de cálculo. 
a) Los ejercicios que se estudian requieren casi en exclusiva de una traducción 
literal del número irracional en su escritura decimal. Es decir, el modelo 
numérico de un irracional se reduce a un simple "reconocimiento" de manera 
explícita de su decimal no periódico. 
b) Los ejercicios son principalmente de "reconocer", es lo básico y fundamental en 
la presentación de los irracionales, luego el aproximar (o redondear) y 
representar; de esta forma se presentan con una complejidad que es siempre la 
misma sin la posibilidad de estudiar el dominio de validez de las técnicas, su 
pertinencia y la relación entre ellas. 
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2. El estudio del número irracional no emerge como la consecuencia de enfrentarse a 
situaciones reales matemáticas o extra-matemáticas que requieran para su estudio de 
dicha herramienta, ya que pueden ser abordados por medio de los racionales. 
Aparece más como un objeto que como un instrumento. 
rp : Desarticulación local de la actividad Matemática en tomo al número real. 
3 
No se realiza una sistemática relación y encadenación de conceptos anteriores 
con los nuevos y las técnicas de estudio. 
Indicadores: 
l. No se retoman problemas estudiados en años anteriores, que con este nuevo 
instrumento podrían ser estudiados con mayor eficacia, por ejemplo el error 
absoluto realizado en la educación básica. 
2. No se retoman técnicas ni tecnologías estudiadas con anterioridad, salvo el recordar 
el Teorema de Pitágoras. No se explicita qué parte del estudio es realizado con 
técnicas antiguas conocidas, como la aproximación en los racionales. 
3. No se hace mención explícita a las relaciones que se pueden establecer entre 
conceptos: orden, densidad, intervalos y representaciones geométricas. 
4. Existen algunas definiciones, tecnologías y teorías que no tiene ninguna utilidad 
para la práctica efectiva que se realiza, por ejemplo: valor absoluto. 
5. Existen tecnologías que, con instrumentos apropiados, aquello que no pudo ser 
justificado, puede ser efectivamente explicado y argumentado, como por ejemplo un 
mejor tratamiento del infinito y la demostración por el contraejemplo. 
(/J 4 : El estudio de la operatoria es Mecánica (Algorítmica) 
Se privilegia el trabajo técnico en desmedro del trabajo justificador. (integrador) 
No se explica claramente, lo que se debe hacer y por qué se debe hacer así. 
Indicadores: 
l. La manipulación de los números se realiza sin considerar "el tipo" de decimal 
involucrado. Es decir, lo que verdaderamente importa es la manipulación de ellos, 
por ejemplo, se podría considerar 1,41 = 1,4 aproximado al décimo. 
2. No se considera la validez de los resultados en los cálculos operatorios. 
3. Las técnicas de estudio son impuestas, al no surgir de un trabajo explorador de 
problemas. 
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4. Existen objetos que son manipulados como si fueran conocidos, y sin embargo no 
han sido tratados con anterioridad. Tal es el caso de la diferencia que existe entre 
aproximar y redondear. 
(jJ 5 : Se evita el paso al límite y tratamiento del infinito. 
Indicadores: 
l. El estudio de determinados objetos .matemáticos es parcial y con ciertos vacíos 
tecnológicos. En la "igualdad": J2 = 1,41421356237035 ... los tres puntos 
suspensivos" ... " no se explica su significado, contiene la problemática del infinito y 
el signo de "=" el paso al límite y de convergencia, sin embargo, estos fenómenos 
aparecen ocultos detrás de estas igualdades. 
2. Las teorías en su mayoría de tareas están ausentes, aparecen difusas o poco 




: La reconstrucción del estudio de los números reales es incompleta. 
Indicadores: 
l. Se realiza aplicando la operación radical a los números naturales, sin precisar que no 
deben ser cuadrados perfectos. Sólo se refieren principalmente a los irracionales 
algebraicos, parecería entonces que hay tantos irracionales como naturales, enteros o 
racionales .. 
2. El axioma o propiedad de completitud es difuso, no está incluido como una 
propiedad. ¿Se completa la recta o el conjunto de números reales?. 
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FORMULACIÓN DE CONJETURAS. 
Analizando el texto escolar, se deduce que, en la sala de clase el profesor 
mantendrá las mismas características del contenido matemático de la organización 
escolar, es decir: 
Cl. En la sala de clase, los profesores no abordarán la relación entre ser la 
representación decimal de un número y ser un número. 
C2. La problemática que va a utilizar el profesor en la sala de clase, para que emeija el 
número irracional es su escritura, pero no va a presentar algún problema matemático o 
extra-matemático, donde el número irracional aparezca como una herramienta que 
permita resolver ese problema. 
C3. El profesor no va a relacionar el número irracional con problemas geométricos, 
numéricos y algebraicos. 
C4. En el proceso de estudio dirigido por el profesor, se va a privilegiar algunos 
algoritmos de representación y aproximación numérica, en lugar de mostrar la 
operatoria con los números irracionales. 
CS. Los profesores en la sala de clase, privilegiarán el estudio de los irracionales 
algebraicos, mientras que se evitará abordar el significado de los irracionales 
trascendentes. (el significado de los tr~s puntos sw;;p~nsivos) 
C6. Por evitar el tratamiento del infinito y la convergencia, inherente a los números 
irracionales, los profesores privilegiarán afirmaciones de la axiomática de la teoría de 
conjuntos o propiedades de los números reales, cuyas formulaciones poseerán ciertas 
inconsistencias matemáticas. 
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4.5 SÍNTESIS Y CONCLUSIONES 
Del análisis del texto escolar podemos inferir que: 
Se trata de un texto menos ambicioso que otros, como por ejemplo el de la 
editorial SANTILLANA o el editado por la Pontificia Universidad Católica del Perú 
que por su elevado precio de venta no está al alcance de los colegios estatales y es 
utilizado por un reducido número de centros educativos de categoría "A". 
El texto analizado propone una reducida organización matemática para ser 
estudiada, el divorcio entre praxis y lagos es evidente. 
La organización matemática propuesta en tomo a los números reales responde al 
reconocimiento del decimal infinito no periódico y la inmediata aproximación racional 
y su posterior utilización en la operatoria de los números reales. 
La construcción de los números reales, se realiza aplicando la operación radical 
a los números naturales. No se plantean problemas contextualizados que hagan emerger 
el nuevo concepto a construir, incluso no propone ni utiliza algún método de resolución 
de problemas. 
No es explícita la diferencia entre aproximar y redondear, no hace referencia al 
sentido o significado que se daría a los puntos suspensivos. 
De esta lista de técnicas y visualizado en el mapa de relaciones de los tipos de 
tareas, volvemos a comprobar que la técnica más utilizada es el reconocimiento del 
decimal infinito no periódico y la inmediata aproximación a un número racional. 
Dado que los manuales, generalmente, son elaborados en estricta concordancia 
con los programas oficiales propuestos por las autoridades del Ministerio de Educación, 
para que sean estudiados en una institución escolar, el texto coincide plenamente con el 
programa curricular del Segundo grado de Educación Secundaria que se ha analizado en 
el Capítulo IV, acápite 4.1. 
Podríamos resumir, algunas sugerencias ya planteadas en el acápite de LO QUE 
NO HAY Y QUE PODRÍA HABER, en ambos textos, por ejemplo: 
a) Se podría iniciar, proponiéndose un problema cuyo estudio provoque algún conflicto 
cognitivo para el aprendizaje del concepto. 
b) Plantear algún comentario acerca de: las magnitudes y sus respectivas unidades, las 
observaciones didácticas de número decimal y número real, sumas infinitas. 
e) Un mejor tratamiento de la aproximación y la teoría del error. Sugerencias del uso 
adecuado de las calculadoras. 
d) Utilización de un símbolo de aproximación, diferente al de igualdad. 
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e) ¿Por qué no escribir: ( 1; 1,4; 1,41; 1,414; 1,4142; 1,41421; 1,414213; ... )~ J2? 
O también: ( 3; 3,1; 3,14; 3,141; 3,1415; 3,14159; 3,141592; ... ) ~ Jr 
f) U so del recurso gráfico que relacione la representación numérica y la representación 
geométrica. 
g) Una presentación por encajonamientos de la raíz cuadrada de dos, integraría los 
conceptos de: orden, densidad e intervalos. Aquí se podría incluir algunos 
antecedentes históricos del número 7r . 
h) Utilizar las representaciones geométricas, como por ejemplo del número Jr y el 
Número de oro, este último presentado desde la educación básica en Argentina. 
1t o 2 J+J5 





j) Se podría presentar la siguiente actividad: Dada la tabla adjunta. Completar con uno 
o más números, si es posible, las casillas vacías de la tabla; (el uso de la calculadora 
está permitido) si no puede llenar alguna casilla coloca una cruz en esa casilla y 
luego se le pide: 
a) Indicar porqué no puede llenar esa casilla y 
b) Cómo podría verificar las respuestas para cada casilla llena del tablero. (Esto 
permitiría ver si la elevación al cuadrado funciona como medio de verificación y 
cómo ella funciona.) 
TABLA: 
1 X~ 1 0,4 -4 2/3 -9 9/4 2 
1 ;, 1 16/25 
1,41421 
3 -4 1t 4,16 
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CAPÍTULO V. EL PROCESO DIDÁCTICO EN TORNO A LOS NÚMEROS 
REALES EN EL NIVEL DE EDUCACIÓN SUPERIOR: ORGANIZACIÓN DE LOS 
MOMENTOS DE ESTUDIO 
En el capítulo anterior se ha descrito y analizado los principales componentes de la 
organización matemática en tomo a los números reales que se estudia en el segundo grado 
de educación secundaria. En particular se ha analizado los programas y el texto del MED 
que utilizan la mayoría de profesores en nuestro sistema educativo. 
En el presente capítulo pretendemos describir. la organización didáctica que ha 
'Í:. . 
permitido llevar a cabo el proceso de estudio de dich("organización matemática conducido 
por el profesor de Educación Superior que hemos obsehrado en nuestra investigación. Para 
poder describir plenamente un proceso de estudio de una determinada organización 
matemática hace falta analizar ambos aspectos de la actividad matemática: El estático, los 
componentes de la organización que se va a estudiar y el dinámico, la estructura del 
proceso de estudio misma. Así aunque sean los constituyentes de una misma actividad, 
proceso y producto tienen sus propias estructuras y formas particulares de organización. 
Este último, el funcional, es el que abordaremos en el presen,te capítulo. 
En función a los elementos teóricos señalados en el capítulo III, hemos utilizado los 
instrumentos metodológicos propuestos por Espinoza. (1998) 
5.1 EL PROCESO DE ESTUDIO DIRIGIDO POR EL PROFESOR. 
Presentación general 
Se escogieron al azar 3 docentes del Departamento de Matemática e Informática de 
la UNE, que tienen varios años enseñando las asignaturas de Matemática Básica y cursos 
de la especialidad de Algebra, luego d¿ descartar a los docentes que manifestaron su 
incomodidad de ser filmados y entrevistados, por falta de tiempo y que se negaron 
explícitamente; nos quedamos con un profesor que posee el título de Licenciado en 
Educación en la especialidad de Matemática-Física de la Universidad Nacional "Enrique 
Guzmán y Val)e", egresado el año 1982, con 28 años de servicios oficiales y 20 años en el 
nivel de Educación Secundaria. Ha concluido sus estudios de Magister en Educación 
Matemática en la Escuela de Post grado de la Universidad Nacional "Enrique Guzmán y 
Valle". 
En conclusión, no existe entre los docentes una cultura de observación de clases, menos aún 
el de permitir que se les filme su clase, completen un cuestionario y accedan a una 
entrevista sobre un saber determinado de la especialidad. 
La clase observada se realizó en el Aula 205 del Pabellón de Ciencias con alumnos 
del II ciclo de la especialidad de Matemática e Informática, asignatura de Matemática II en 
el período lectivo 2010 II, Facultad de Ciencias de la UNE. 
El grupo clase está constituido por 16 alumnos de edades entre 17 y 21 años, la 
asignatura de Matemática II se "dicta" 4 horas a la semana, siendo la hora pedagógica de 50 
minutos, el rendimiento de los estudiantes en general es relativamente bueno, por ser 
alumnos de la especialidad de matemáticas. El prof,(!§or no recomienda texto alguno, pero 
durante el desarrollo de las 4 horas de clase, utiliza una separata que marca la pauta a seguir 
por el profesor en su tarea docente. 
A pesar de considerar una separata de los números reales, el profesor organiza la 
secuencia general de los temas en concordancia con su propia experiencia y que se 
corresponden a su vez con los objetivos y contenidos del sílabo de la asignatura de 
formación general Matemática II del plan de estudios de la especialidad de Matemática e 
Informática. 
TABLA RESUMEN DEL PROCESO DE ESTUDIO 
- El material que presentamos ~a continuación corresponde a la transcripción 
completa del proceso en tomo a los números reales dirigido por el Profesor al abordar el 
sistema de números reales. En esta tabla proponemos una estructura muy amplia del 
estudio. La estrategia que hemos utilizado para construirlas contempla las cinco columnas 
siguientes: el episodio, el momento didáctico principal, el actor principal y las actividades 
150 
didácticas matemáticas. El momento didáctico señalado es provisional, y nos permitirá 
realizar el posterior análisis más detallado de dicho proceso. 
SIMBOLOGÍA: 
MPE: Momento del primer encuentro. 
MEx: Momento exploratorio. 
MT't: Momento del trabajo de la técnica. 
M 8 E> : Momento tecnológico-teórico. 
MI: Momento de la institucionalización. 
MEv: Momento de la evaluación. 
0 m: Organización matemática. 
T¡ : Tipo de problemas i-ésimo. 
P: Profesor. 
A: Alumno. 
H: Hecho vivido en la clase. 
&: Comentario. 
S A: Objeto matemático antiguo. 
S N : Objeto matemático nuevo. 
't~: Técnica matemáticaj-ésima. 
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ACTIVIDADES DE ESTUDIO 
DIDÁCTICO- MATEMÁTICAS 
EL PROFESO~ INICIA LA CLASE, DANDO 
LECTURA A LO QUE VA ESCRIBIENDO EN LA 
PIZARRA: 
Números Reales 
Conceptos: l. Términos no definidos o primitivos 
2. Término Defi~tido 
Axiomas: Proposiciones verdaderas sin demostración, es 
aceptada por convenio. 
Relaciones Binarias: Sea A = <!J, una operación binaria 
(Ley de composición interna), defillida en el conjunto A, 
es toda función o aplicación de A x A en A, es decir: 
(a:-e)-hr: (~b) =a *b 
Ejemplos de operaciones binarias son la adición J' la 
multiplicación en N, Z, Q, R J' C 
•:ZxZ~Z +:NxN---'t-N 
(a,b)~a•b (a,b)~a+b 
Ejemplo 1) Las siguientes tablas de doble entrada definen 
las operaciones en A = (a, b, e} 
: a b e 
a a b e 
b b e a 
e e a b 
a* a= a 
a*b=b 
# a b e 
a a b e 
b b e a 
e e a b 
a.#a.=a 
a.# b= b 
P: b, e, a y e, a, b, ¿no?, la otra tabla es decir 
lo siguiente a asterisco a, ¿a qué será igual 
jóvenes a a? 
A: a 
P: ¿a no? Podemos señalar a asterisco b ¿será? 
A:b 
P: b, y así sucesivamente podemos ir 
definiéndolo, lo mismo acá podemos ir 
definiendo por ejemplo a michi a, nos va a dar 
a, a michi b, nos va a dar b, no? estamos de 
acuerdo?, a michi e, b, y así sucesivamente se 
irá desarrollando y tendremos las operaciones 
que podamos ir ehh, combinando con cada uno 
de ellos ya? 
El Profesor escribe en la pizarra: 
2) Sea V un espacio vectorial sobre 
R, la adición es una operación binaria: 
+: Vx:V---'t-V 
























Propiedad S A 
Cuantificador 










P: De igual modo también podemos dar 
ejemplo 2, sea V mayúscula un espacio 
vectorial cuyo subconjunto en la cual, se 
desarrolla una operación y que cumple ciertas 
propiedades y que a ello se le da el nombre de 
espacio vectorial, a este conjunto V mayúscula, 
sobre R, campo R, la adición es una operación 
binaria, esta operación de adición va ir en el 
producto de V por V, es decir yo tengo acá este 
par de pares, yo le voy a asignar simplemente 
un elemento de acá que va a ser un par de este 
modo. Es decir en otras palabras es la suma de 
pares ordenados ¿ya?, ustedes han visto que los 
elementos de espacio vectorial es un vector y 
un vector está representado a través de un par 
ordenado, entonces cuando ustedes suman dos 
vectores en el fondo están sumando dos pares 
ordenados ¿no? por eso que yo tomo acá en 
este producto cartesiano un par de pares de tal 
modo que mediante la operación de adición yo 
obtengo este resultado ¿ya? es otro par que 
pertenece o sea, es otro vector que pertenece a 
V, ahí tenemos otro ejemplo de una operación 
binaria ¿ya?, eh, y así se puede ir señalando 
una serie de ejemplos de operaciones binaria 
que en el fondo vuelvo a repetir jóvenes, es una 
f1¡nción, definir un conjunto, en un conjunto 
que siempre tiene que ser diferente del vacío, 
vamos a ver algunas propiedades, propiedades 
de una operación binaria, la primera ¿no? 
El profesor escribe en la pizarra: 
Propiedades de una Operación 
Binaria 
i) P. Conmutativa.-
'tl a~b E A :a* b = b *a 
ii) P. Asociativa.-
V~~cEA=~*~*c=a•~·~ 
P: La propiedad conmutativa, podemos 
nosotros partir tomando dos elementos, ¿no?, 
para todo a, b que pertenece a A, tal que a 
operado con b, va a ser, permutando sus, 
componentes será b operado con a, ahora los 
elementos del conjunto A para cualquiera de 
los elementos de A para todo par de elementos 
de A, yo puedo operar de este modo, a ello le 
agregamos la segunda propiedad asociativa, 
igual, para tres elementos a, b, e de un 
conjunto, o para cualesquiera elemento de un 





neutro y la 
existencia del 








tres elementos pero al operar siempre vamos a 
hacer de dos en dos ¿sí o no? Entonces yo 
puedo tomar los dos primeros, o en todo caso si 
no quiero tomar los dos primeros puedo tomar 
los dos últimos pero siempre van a tenerse 
estas dos igualdades siempre va a ser el 
resultado el mismo ¿ya? 
Cuantificador El profesor escribe en la pizarra: 
Existencial S A i) Existencia del Elemento Neutro.-






P: Es la existencia, existencia del elemento 
neutro, la existencia del elemento neutro, existe 
un elemento e de A, o sea un elemento que 
pertenece al conjunto A ¿ya?, tal que si yo 
opero un elemento cualquiera de A con este 
elemento e, en este orden o cambiado el orden, 
eh, este va a ser el mismo a, ¿ya? El mismo a, 
entonces de ahí es que se le conoce a este tercer 
como la existencia del elemento neutro, a ese 
elemento le denotamos con "e", ya? esto ocurre 
para todo "a" o para cualquier elemento de A, 
¿ya? SI ustedes operan con este elemento 
llamado neutro o también algunos le llaman 
este elemento de identidad ¿no? Aditiva va a 
ser el mismo "a" ¿ya? 
El profesor escribe en la pizarra: 
i) Existencia del Inverso en A.-
·r;¡ a E .4, 3 a.' E A j a.* a' = a' * a. = e 
P: Un cuarto, una cuarta propiedad existencia 
del inverso en A, para todo "a" de A, existe un 
elemento que vamos a llamarle a prima 
también de A, tal que si yo opero cualquiera de 
estos elementos de A con su llamado inverso a 
este es que vamos a llamar inverso, ya sea en 
este orden o cambiando el orden va a ser a este 
elemento llamado neutro o al elemento 
identidad ¿ya? Entonces para cualquier 
elemento de A va a poder existir siempre el 
llamado inverso de A ¿ya?, tales que operado 
con su mverso nos va a dar siempre en 






en un conjunto 
A. 
&: ¿Porqué 











N con una 
operación O 
&: ¿Es el 
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Distributiva por la 
izquierda SN 








El profesor escribe en la pizarra: 
i) Distributiva de * con respecto a #.-
a * (b # e) = e a * b) # (a* e) 
(a# b) *e =(a* e)# (b *e) 
P: Y finalmente la llamada propiedad 
distributiva, distributiva de asterisco con 
respecto a otro operación interna vamos a 
llamarle michi ¿ya?, es decir jóvenes si yo por 
ejemplo opero en este, voy a tener a asterisco b, 
luego a asterisco e y separados, operado ambos 
a la vez con el operador michi ¿ya? A este 
también le llaman algunos la propiedad 
distributiva, por la izquierda y Juego por 
ejemplo, a michi b, ahora por la derecha, la 
propiedad, del operador asterisco con respecto 
al operador michi será pues a asterisco e, luego 
b asterisco e y ambos a la vez operados con el 
operador michi ¿ya? bien estas son las dos 
propuestas, 5 propiedades jóvenes, importantes 
que podemos ver generalmente en muchas de 
las operaciones, llamados binarias de las cuales 
por ejemplo es ya conocido por ustedes de la 
adición y la multiplicación, esto es uno de Jos 
requisitos básicos que se debe manejar, que 
ustedes ya también lo han visto, lo conocen 
pero concretamente a través de estas dos 
operaciones de la adición y la multiplicación, 
ya sea en los naturales, en los enteros, los 
racionales o en el mismo conjuntos de los 
números reales, smo que acá estamos 
generalizando un poco más ¿no? que estamos 
partiendo de operaciones binarias que vienen a 
ser ya hemos dicho, funciones o aplicaciones 
¿ya?. 
El profesor escribe en la pizarra: 
Ejercicio 1: En N se define una operación O 
a.Db=(a.+h) (a-b},Va,hEN 
Verificar que cumple: 
- es asociativa? 
- El operador O tiene elemento neutro? 
- El operador O tiene simétrico? 
P: Eh, a ver· vamos a ver, algunos ejemplos, 
por ejemplo, a ver antes de entrar ya en nuestro 
tema, dice lo siguiente en N o sea en el 
conjunto de los números naturales se defme 
una operación vamos a llamarle cuadradito 



















¿no? En cuadradito, la operación cuadrado del 
siguiente modo: a cuadrado b, va a estar dado 
como el producto de a mas b por a menos b 
¿ya?, esto para cualquier a elemento de N para 
cualquier número natural para cualquier par de 
los elementos de los números naturales ¿ya?, a 
ver, lo que hay que verificar que cumple, dós 
puntos eh, que este operador cuadradito es 
asociativo, entonces vale, el operador 
cuadradito tiene elemento neutro, otro, el 
operador cuadrado tiene operador simétrico, 
bien, a ver jóvenes para el primer caso, vamos 
a verificar si, este operador cuadradito o 
cuadrado, tomados tres elementos por ejemplo 
a cuadrado b cuadrado e ¿no? Y de repente los 
dos primeros que voy a empezar a operar y 
luego operado con el tercero ¿no? 
El profesor escribe en la pizarra: 
Sol. 
(a O b) O e = (a + b} (a - b) O e = 
(a=- b:) o e= Ha: - o2}+ c][(c=- -o=)- e] 
= (a2- b2 + c)(a2:-b2- e)= (a2- b2)2- e 
P: Vamos a ver, si esto cumple, esta propiedad 
o esta ley asociativa a ver, tomamos estos dos 
primeros ¿sí o no? De acuerdo a la definición 
ql1e hemos dado debe ser a por b, a menos b 
¿sí?, ahora esto operado con e, pero en los 
naturales nosotros, esto sabemos lo conocemos 
¿sí o no? A que es esto igual ¿jóvenes? A una 
diferencia de ... 
A: Cuadrados 
P: Cuadrados ¿sí o no? operado con e, 
operándolo ahora todo este con e, considerando 
este como si fuera un m con e, seria de acuerdo 
a la definición que tenemos, a ver jóvenes a 
cuadrado menos b cuadrado más e por a 
cuadrado menos b · cuadrado menos e, 
¿estamos? Bien es así jóvenes que en el fondo 
esto seria así a cuadrado menos b cuadrado más 
e, por a cuadrado menos b cuadrado menos e, 
¿sí o no? O si no dejarlo ahí y a partir de ahí 
también volver a lo mismo ¿sí o no? Que sería 
a cuadrado menos b cuadrado menos e 
cuadrado ¿sí? Esta operación conocida ¿no?, 
como producto notable le da forma y nosotros 
lo relacionamos de este modo ¿ya?, hasta ahí 
llegaríamos, incluso podemos desarrollar 
todavía esto un poco más pero ahí llegaríamos. 
El profesor escribe en la pizarra: 
SoL 
a O (b O e)= a ü (b + c)(b- e) =a D (b: -e:) 
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P: Vamos a ver ahora que ocurre por ejemplo 
si se toma en cuenta a, ahora ya no voy tomar a 
asociar los dos primeros si no los dos últimos 
¿sí? Entonces pondré a cuadrado menos b acá 
entonces que será jóvenes b +e por b menos e, 
y ustedes saben esto también era igual b 
cuadrado menos e cuadrado luego aplicando 
nuevamente la definición esto como si fuera a 
cuadrado y todo esto como si fuera M ¿sí o no? 
a cuadrado M será haber, a cuadrado mas b 
cuadrado menos e cuadrado perdón y a 
cuadrado menos estamos luego finalmente esto 
A: Profesor a nomas ¿por qué a cuadrado? 
P: ¿Cómo? 
A: En vez de a cuadrado es a nomas ¿por qué 
pone a cuadrado primero la suma luego la 
diferencia? a nomas es, a solo profe ... 
P: A claro tiene razón, a más el otro a menos la 
otra cantidad y esto nos llevaría recién acá, ¿sí 
o no? a cuadrado menos, haber, b cuadrado 
menos e cuadrado elevado al cuadrado ahí. 
El profesor escribe en la pizarra: 
= [a+(b2 -c2 )][a-(b2 -c2 )]=a2 -(b2 -c2 J 
P: Ahora observando ambos a esto vamos a 
llamarle 1 y al otro 2 que podemos sacar como 
conclusión jóvenes ¿cumple o no cumple? 
A: no 
El profesor escribe en la pizarra: 
:. La operación D no es asociativa. 
P: No cumple, diremos simplemente que la 
operación cuadrado no es asociable, no es 
asociable ehh .. 
P: Haber vamos a ver ahora ¿el operador 
cuadrado tiene elemento neutro? 
El profesor escribe en la piza1·ra: 
3eEN/aDe=a 
P: Para ello tenemos existe un e de, en N 
conjunto de números naturales tal que por 
ejemplo a cuadrado e sea igual a a, e por 
derecha ya, en ese orden y nosotros 
observaremos de acá, de acuerdo a la 
definición será, primero nomas nos debe ser 
igual a a. 
El profesor escribe en la pizarra: 
(a+ e)(a- e) = a 







e diJe •.• ? 
A: Diferentes 












e = ±..J a2 -a ... (a) 
3eENje0a=a 
(e+ a)(e- a)= a 
e 2 - a 2 =a 
e 2 = a2 +a 
e = : .J a2 + a ··~ (P) 
::3 e E N (NO EXISTE) 
P: Acá es e también, y luego tendremos que 
acá es a cuadrado menos e cuadrado es igual a 
a ¿no?, e cuadrado ¿a qué debe ser?, ¿será e?, a 
cuadrado menos a ¿sí o no?, eso debe ser e 
solito siendo ya simplemente no, a eso 
debemos llegar e. entonces, ya existe el e en 
esta operación, incluso todavía acá mas menos 
raíz cuadrada a cuadrado menos a, luego por la 
a ahí será, e menos a por e mas a es igual a e 
cuadrado menos a cuadrado es iguala a a, 
desarrollando esto jóvenes vamos a tener e 
cuadrado va ser igual a cuadrado mas a; de 
nuevo e será más menos raíz cuadrada de a 
cuadrado a esto vamos a llamarle Alfa y a esto 
Beta observamos esto jóvenes de Alfa y de 
Beta, no existe e en N ¿ya? porque son, no son 
lo mismo deben, ya hemos dicho que deben ser 
ambos en este orden o en este otro orden, debe 
ser siempre el mismo valor estamos viendo que 
cambiando el orden encontramos dos e dife ... 
A: Diferentes 
P: Entonces no existen el e tampoco este e de 
este modo, va quedar para ustedes que 
verifiquen el simétrico, esto jóvenes una 
cuestión importante para que vean también a 
ellos tendría que agregar luego a ellos la 
estructura de grupo, ya yendo un poco mas 
avanzando un poco mas grupo es una estructura 
matemática compuesto por un conjunto 
diferente de vacio conjunto A diferente de 
vacío en la cual cumple una operación final en 
la cual se defme, se define una operación 
binaria y que cumple cuatro propiedades 
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El profesor escribe en la pizarra: 
(A,*) (A,*,#) 
P: Que exista el elemento neutro y la existencia 
del inverso en A con esas tres propiedades 
nosotros garantizamos por ejemplo que la 
estructura de A con un operador binario 
asterisco, con esas tres propiedades seria grupo, 
la estructura grupo podemos agregarle la 
primera propiedad o la primera ley la 
conmutativa y también podría ser grupo pero 
grupo Abeliano o también llaman grupo 
conmutativo ¿ya? con esas cuatro propiedades 
con las cuatro primeras garantizaríamos que 
serian un grupo conmutativo o Abeliano ¿ya?, 
porque luego ya pasaríamos no solamente a alú 
solo grupo y estructura formado por una 
operación binaria sino también van a ver 
operaciones ósea conjunto no solamente pares 
ósea un conjunto diferente al vacio con un 
operador sino también puede haber estructuras 
matemáticas formadas por un conjunto 
diferentes al vacio y dos operaciones en este 
caso ya estriamos hablando de una estructura 
de que cumple estas cuatro o cinco propiedades 
¿ya? Para las dos operaciones y a esto también 
lo llamamos luego cuerpo o también conocido 
como anillo ¿ya? término más general, anillo 
ya en el cual no solamente va definir un 
conjunto cualquiera diferente al vacío sino dos 
operaciones binarias que no cumplen las cuatro 
sino las cinco propiedades, hay dos operadores 
entonces puede cumplir la ultima que es 
distributiva con respeto a dos operadores ¿ya?, 
entonces a esto lo llaman cuerpo nosotros 
vamos ver el cuerpo de los números reales se 
conoce así lo que vamos a estudiar nosotros 
definimos R como la adición con la 
multiplicación a la que llamamos el cuerpo de 
los números reales ¿ya?, entonces eso es en 
término general a los nueve requisito, esta parte 
con mayor detalles lo van a estudiar en Algebra 
I las estructuras, solamente acá la parte más o 
menos interesa para abordar, como vuelvo a 







A partir de la 
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N: x+2= 1 
&:Efecto Topaze: 
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El profesor escribe en la pizarra: 
El Proceso de Construcción del Conjunto de 
los Números Reales 
Partimos de N= {0, 1, 2, 3, ••. ) 
La extensión de N: X + 2 . 1 
P: Brevemente eh. El proceso de construcción 
del conjunto de números reales lo que ustedes 
ya lo conocen vamos a partir para ello jóvenes, 
partimos de este conjunto de números N ya 
hemos dichos que ustedes saben que el hombre 
desde que nace, desde que aparece en la tierra 
siempre trata de contar siempre trata de contar, 
los primeros números que son los números 
naturales de tal modo como ya todos ustedes lo 
conocen han operado con estos números y que 
forman el conjunto de números naturales, el 
conjunto de números naturales jóvenes se 
forman, algunos incluyen solamente el uno 
nosotros consideramos a cero es importante 
porque en nuestra construcción que se 
considera, a cero como numero natural a partir 
de allí se considera para la adición por eso 
formamos N con la operación de adición que es 
una operación binaria en la cual se define 
básicamente, las operaciones que ya hemos 
señalado, a lo que podemos señalar en N se 
cumple la propiedad la conmutatividad, la 
asociativa, la presencia del elemento neutro y 
el llamado opuesto aditivo, para N con la 
adición, ahora una forma de extender N la 
extensión de N es cuando ustedes tienen que 
resolver una operación, por ejemplo esta 
ecuación ¿no? quieren ustedes resolver en los 
números naturales, ustedes saben que esta 
ecuación no se puede resolver en N ¿no?, 
entonces esta ecuación elemental y sencilla no 
se puede resolver en N entonces frente a ello 
tenemos una dificultad pues si nosotros al otro 
lado uno menos dos peor uno menos dos no 
está definido en N, solamente la operación de 
sustracción vamos a ver que no es una 
operación binaria en N porque para cualquier 
numero natural ¿no? yo no puedo encontrar un 
numero N; ya para cualquier par de números N 
mediante la operación de sustracción puedo 
encontrar un elemento de N ¿ya? acá tenemos, 
viendo este caso uno menos dos solamente 
tendríamos estaría definido la sustracción en 
los naturales para números, el minuendo es 










A partir de la 
imposibilidad 
de la solución 
enZde: 
2x= 1. 
P: Cuando el minuendo es menor que el 
sustraendo ya no está definido entonces hay 
gran necesidad de extender en otro conocido 
enteros como el representado por zeta mayúscula ¿no? 
Números 






El profesor escribe en la pizarra: 
z = { ... , -3, -2, -1, o 1, 2, 3, ... } 
P: Y que ustedes o que es conocido por todos 
nosotros como conjunto de números enteros y 
hemos operado también es decir se hace la 
unión de N con un conjunto llamado los 
números negativos ¿ya? o sea N tendríamos a 
N unido con otro conjunto llamado negativos y 
formaríamos este conjunto de los números 
enteros en este conjunto también se cumple 
para la adición las propiedades conmutativas, 
asociativas, elemento neutro y inverso aditivo o 
opuesto aditivo, acá habría que adicionarle ya a 
Z el opuesto aditivo acá no se cumple el 
opuesto aditivo ¿ya? solamente las tres 
primeras conmutativa asociativa y el elemento 
neutro en cambio acá ya le adicionaríamos, la 
del opuesto aditivo ¿ya?. 
El profesor escribe en la pizarra: 2x = 1 
P: Bien entonces lo mismo se va generando y 
4a.~;:iendo, operando con estos números a una 
situación en la cual se tiene dos por x es igual a 
uno, una ecuación de esta forma, ¿tendrá 
solución en zeta esta ecuación jóvenes? 
El profesor escribe en la pizarra: 
El profesor escribe en la pizarra: 






P: No esta ecuación no tiene solución en zeta 
¿ya? se tendría que hacer un cociente entre uno 
y entre dos y eso en zeta no está definido ¿ya? 
o sea entonces ahí tendríamos un inconveniente 
habría la necesidad también de extender en Z 
en otro conjunto conocido en la cual denotamos 
como Q y que nosotros generalmente ya no 
podemos enumerar cada uno de estos N y Z 
porque lo voy hacer en términos generales, 
todos los elementos de este nuevo conjunto son 
expresado como a sobre b o ya conocido de la 
forma de fracción de tal modo de que a coma b 
son o pertenecen a Z y con b diferente de cero 
¿ya?, lo que hay que garantizar es que el 
llamado denominador sea diferente de cero o 
sea b y los números a y b sean números enteros 
MPE p 
Continuación Con T¡ 0 p ~A de la 
construcción 
del conjunto 
de los MEx 
Números 
Reales. 
A partir de la 
imposibilidad 
de la solución 
en Q de: 
x 2 =2 
MT't 
Con T¡ 0 
Inclusión 
conjuntos S A 
Fracción SA 
¿ya?, este tipo de números podemos observar 
también que muchos de los números o sea 
todos los números enteros van a estar incluidos, 
de porque dos lo podemos expresar en la forma 
como dos sobre uno ¿sí o no? y todos los 
números enteros podemos expresar de esta 
forma en forma de fracción ¿ya? siempre 
garantizando que el denominador sea diferente 
de cero eh, acá también vamos a tener 
dificultad luego se opera cumple propiedades 
ya hemos viso tanto para la adición como la 
multiplicación. 
Número racional 
El profesor escribe en la pizarra: 













entre sí SA 
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P: Pero vamos tener dificultad cuando 
tengamos este tipo de ecuaciones, este tipo de 
ecuación jóvenes ¿tendrá solución en el 
conjunto de números racionales? no tiene 
solución en el conjunto de números racionales 
¿cierto?, entonces hay la necesidad de 
extender. 
El profesor escribe en la pizarra: 
- ~ = 0.50 
d ~· . 
~:::; 0,333 ... 
~-
~ = 0.1666 ... 





P: Pero previamente antes de extender sabemos 
que los racionales, se escriben en forma de 
fracción ya sea así o por ejemplo un quinto un 
tercio ya sea positivo o negativos, tienen otra 
forma de representación ¿sí o no? no solo de 
este modo eh, smo también de forma de 
decimal no, un quinto o un tercio ya sea 
negativo o positivo, por ejemplo acá, lo 
podemos expresar en esta forma la forma 
llamada decimal, todos los números racionales 
se pueden expresar en esta nueva forma peor si 
son racionales exactos, como este cero coma se 
le llama decimal periódico se le van repitiendo 
una cifra constante y ahí aparecen los dos tipos 
de puro y el otro que llaman mixto, algunos le 
damos la interpretación de puro le han dado ese 
nombrecito y el otro mixto que tenga una cifra 
no periódica y otra cifra periódica, ustedes en 
secundaria lo han visto con mayor tipo de 
Representa-
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detalles este tipo de números pero que también 
son representaciones de los números 
racionales, ¿cómo se obtiene?, ¿se acuerdan 
cómo se obtiene los decimales periódicos 
mixtos? uno sobre seis que dicen ustedes 
cuanto nos saldrá que se hace simplemente se 
divide pues ¿sí o no? a uno sí o no ... 
A: Seis 
P: Seis no, ya a partir de allí así es así es 
entonces simplemente se multiplica uno de los 
eh, por ejemplo acá tres de cinco de siete etc. 
por dos entonces ahí aparecen los decimales 
mixtos, exactos, como este caso o simplemente 
en algunos le llenan con ceros y le dicen 
también es periódico por eso le dicen este tipo 
son representaciones decimales periódicos pero 
racionales. 
El profesor escribe en la pizarra aliado de la 
expresión: x z = 2 
La igualdad: x = ± ..Ji 11. Q 
P: Por ejemplo en este caso raíz cuadrada de 
dos, perdón, x al cuadrado es igual a dos que 
vendría hacer pues igual a mas menos raíz 
cuadrada de dos ¿sí o no? entonces este ya no 
es racional, también lo puedo expresar como 
decimal tendrán la forma periódica o exacta, 
estos decimales ya ustedes también los conocen 
vemos que son decimales infinitos y son 
decimales infinitos y no periódicos, incluso, 
aquí hay una propiedad muy importante probar 
que raíz cuadrada de dos no es un numero 
racional y no periódico ¿ya? y esto por un 
método, por un método del absurdo se prueba 
que raíz cuadrada de dos no es racional se 
supone que raíz cuadrada de dos es racional por 
lo tanto tiene la forma a sobre b de tal forma 
que a y b son enteros pero diferente a cero y 
otra cosita importante cuando se define que a y 
b como son, son primos entre si y esto se llega 
a verificar ¿no? raíz cuadrada de dos no es 
racional no pertenece a Q ¿ya?, entonces hay la 
necesidad de extender hay uria necesidad de 
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El profesor escribe en la pizarra: 
Decimales infinitos I = {x! x es decimalnfinitoy no periódic9 
y no periódicos 
SA 
Campo de números 
reales SN 
Números 






P: Por todos los números decimales infinitos y 
no periódicos si bien es cierto los otros también 
son decimales infinitos pero ·son- periódicos, 
son periódicos; aparece también Pi ¿no? una 
serie de números que son decimales infinitos y 
no periódicos no, porque las representaciones 
de los racionales también son representaciones 
decimales infinitas pero periódicas son 
periódicas. 
El profesor escribe en la pizarra: 
..!- 1,--2 = ..!- 141.'4·2 Jf3~ = + 171 ..!..'V ..L ' ..••• V ..!- ' ••• 
+ .... /5 = e= 2,82 ... 
7f. = 3,1415 ... 
P: Pero acá no cuando ustedes tiene por 
ejemplo uno coma cuarenta y uno cuarenta y 
dos etc., ¿ya? acá igual uno coma setenta y ... 
así pues aparecen los decimales dos coma 
ochenta y dos por acá ¿no? tres coma catorce 
quince, .. , etc. todos son decimales infinitos y 
no periódicas ya no tenemos acá ninguna cifra 
periódica que se va repitiendo. 
El profesor escribe en la pizarra: 
R=QU I 
P: Vamos a presentar a R como la unión de 
estos dos conjuntos de números los racionales 
unidos con los irracionales, este conjunto que 
resulta de la unión de estos dos conjuntos es la 
que vamos nosotros a centrar básicamente el 
día de hoy, lo otro jóvenes ha sido más que un 
breve repaso de algunos breves requisitos que 
ustedes ya lo conocen de la secundaria uno y el 
otro que hemos repasado brevemente también 
las operaciones binarias definidas como 
función o aplicación ¿ya?, entonces vamos a 
entrar a ver entonces, el campo de los números 
reales. 
El profesor escribe en la pizarra: 
El Campo de los Números Reales 
Llamaremos conjunto de números reales al 
conjunto R que es la unión de los conjuntos 
de los números racionales e irracionales. 
R=QUI 
A los elementos de R llamaremos números 
reales donde están definidos: 
P: Nosotros vamos a partir definiendo, el 
campo de los números reales llamaremos 
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conjunto de números reales al conjunto R 
mayúscula que es que es la unión de los 
conjuntos de números racionales e irracionales 
es decir jóvenes vamos a definir a R como la 
unión de Q con I, ahí nomas a, a los elementos 
de R llamaremos números reales donde están 
·defihidas una relación de igualdad ¿ya?. 
El profesor escribe en la pizarra: 
Una relación de igualdad: si a y b son dos 
símbolos que representan a un mismo real y 
que denotaremos como a = b, que se lee "a es 
igual a b" en esta relación se cumple los 
siguientes axiomas: 
!.:'tlaeR: a= :z. (Reflexi:va) 
1-.: 'rl a,b ER: a= b--? b =a (Simétrica 
13: V a,b,c ER: a= b 11b= e~ a= e (Transítit<o 
P: Una relación de igualdad donde vamos a 
plantear si a y b son dos símbolos que 
representan a un mismo número real, a, ya que 
denotaremos como a es igual a b ¿ya? la lectura 
ustedes ya la conocen es que se lee a es igual a 
b en esta relación se cumple las siguientes o los 
siguientes axiomas: la primera vamos a 
llélmarle I sub uno para todo a de R se cumple 
que a es igual a a, la segunda para todo a, b de 
R se cumple si a es igual a b entonces b es 
igual a, y una tercera I sub tres para todo a, b, 
e de R se cumple si a es igual b y b es igual a e 
entonces a igual e, a la primera la llamamos 
axioma reflexivo, al otro axioma simétrico y a 
este le llaman axioma transitivo ¿ya?, los tres 
al cumplir los tres cumplen una relación 
importante que es la relación de equivalencia, 
por eso que en R está definida la relación de 
equivalencia. 
El profesor escribe en la pizarra: 
Dos operaciones binarias: adición y 
multiplicación 
+: RxR ~R 
(a,b) ~ +(a,b) =a+ b 
RxR~R 
(a,b) ~ a· b 
P: Donde hemos definido una operación de 
igualdad y dos operaciones dos operaciones 
Presentación 
axiomática 
del campo de 
números 
reales. 
&: " ... ,para 
cualquier x que 
pertenece a R 
existe vamos a 
llamar un x a la 
menos uno que 
también es 
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binarias la adición y la mul...tiplicación, la 
adición y la multiplicación es decir jóvenes 
nosotros podemos sacar mediante R por R y en 
R par de números a coma b este par ordenado, 
este par, nosotros tendremos a través de esta 
como a mas b lo mismo para la multiplicación 
a por b dos operaciones ¿ya? 
El profesor escribe en la pizarra: 
Operación que cumple con los axiomas: 
.. 4~: a -7- b = b +-cz:~·;i .crJ;.: R (Co-r.:t-:<t.trtQtÜ:a) 
A:-:(!l+.b}+c =a+(b+!:),.V-a,,b)<!!:' ~F.· (Aso·cl2tit--1l 
):IE!:Üt~ur. ::Úr.;S:-'0 :·~al ~!t'o: 3./ !l.,. n = C+ !:t = a,"i a~.~ (Fxirt~~!!'i~del E} 
P: Operaciones que cumplen con los axiomas. 
vamos a llamarles A sub uno primero a mas b 
es igual b mas a para todo a, b que pertenece a 
R A sub dos para suma de tres números a,b, e 
por ejemplo empezando con los dos primeros 
va a ser lo mismo pero ahora con los dos 
últimos y en este lado en ambos para tres 
·números A sub tres existe un numero real cero 
y que denotamos nosotros como esto ¿no? tal 
que a sumado con este cero o cero con a nos da 
a, para todo a que pertenece a R. 
El profesor escribe en la pizarra: 
A,l j¡~ra Ctí.!l~quf:-r X E RJ e ... t'i.ste- X E ~'fi/.r + ( -x): ( -xj +X : O= 
(Existencia del opuesto, inverso aditivo) 
P: Para cualquier para cualquier x que 
pertenece a R existe vamos a .llamar un x a la 
menos uno que también es real y que sea 
diferente de cero tal que eh, un ratito un ratito 
vamos a llamarle me estoy adelantando menos, 
por menos x ¿ya? simplemente menos x, 
existen menos x que pertenecen a R tal que acá 
nomas, x sumando con menos x ya sea en ese 
orden o cambiando el orden va ser igual a cero 
¿ya?, es el llamado opuesto aditivo o inverso 
aditivo. A . esto lo llamamos el axioma 
conmutativo, a este el axioma asociativo, a este 
el existencia del elemento neutro o de la 
identidad aditiva y el otro existencia del 
opuesto o inverso aditivo ¿ya? Y ven estos 
cuatro para la adición jóvenes los cuatro 
axiomas recuerden, empezando hemos dicho 
vamos empezar señalando los axiomas que lo 
aceptamos como verdaderas por convenio ¿ya? 
ahora lo mismo para la multiplicación. 
El profesor escribe en la pizarra: 
:.it!:: a: • .b = .b ~.a"'·.,¡ a:, ib e R· ( C cmr.:-utati·::-a) 
~\-!~:(a.· b) ··e= -a • (C, · .c)~·tf.a,.b~!: ~ B: (Asodati~"!t) 
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P: M sub uno es decir a por b, es igual a b por 
a, para todo a, b que pertenece a R; M sub dos 
para multiplicación de tres, cualquiera 
asociando por ejemplo los dos primeros a por b 
por e, asociando los dos últimos para tres o más 
números reales. M sub tres, existe un uno es 
real, para todo a que pertenece a R tal que si 
yo, multiplico a uno o cambiando el orden uno 
por a es igual a a y M sub cuatro, para todo a 
que pertenece a R existe el a menos uno real 
con a diferente de cero, a por a la menos uno es 
igual a cambiando el orden es igual a uno ¿ya?. 
El profesor escribe en la pizarra: 
D:.: & • (b +e) =a:·· b= +a. • e~ (D~::t~ib'Jti::>n) 
D:: (r.t + b) • e =.a •· e + t;:. • e, (.Dfz'tryibutiva) 
P: Estos cuatro que le agregamos como D sub 
uno las distributivas por ejemplo para, la que 
llamamos por la izquierda ¿ya? Y luego D sub 
dos la que llamamos por la derecha a por e, 
más b por e, en ambos casos a este le llamamos 
el axioma distributivo igual en el otro, acá es el 
llamado inverso, existencia del inverso 
multiplicativo, acá elemento neutro o de 
identidad para la multiplicación y acá el 
axioma asociativo y acá el último, el axioma 
conmutativo eh, allí están, los cuatro para la 
multiplicación los cuatro para la adición, acá 
agregado los dos llamados distributiva por la 
izquierda y por la derecha, a ello jóvenes le 
agregamos dos definiciones la diferencia la 
primera vamos a agregar, eh. 
El profesor escribe en la pizarra: 
Def.- la diferencia de a y b definida como 
a- b =a+ (-b) y la operación 
respectiva se llama sustracción. 
Def.- El cociente de a entre b definida como 
!: = a ~ b = a · b -l b :::i:. O y la b • . 
operación respectiva se llama división. 
P: La diferencia de a y b, definido como a 
menos b pero esta definición que vamos 
sustituir o remplazar, la que hemos dado ya en 
A sub cuatro haciendo uso de esa, la suma del a 
que llamamos minuendo le sumamos el 
opuesto del sustraendo el opuesto de b es 
menos b ¿ya?, entonces, por eso es que ahí a 
veces han escuchado hablar algunos que la 
diferencia es un caso particular de la adición, 
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sumado el opuesto del sustraendo ¿ya? y la 
operación respectiva se llama y ustedes saben 
se llama sustracción. 
El profesor escribe en la pizarra: 
Def.- El cociente de a entre b definida como 
:: = a : b = a:.· b-1, b =F O y la 
b . 
operación respectiva se llama división. 
P: La otra, que es básicamente tiene que ver 
con el cociente de a entre b definido así, 
también algunos definimos así este cociente 
pero que con el axioma M cuatro, lo vamos a 
ver simplemente como un producto de el 
inverso del multiplicador ¿ya?, a este le 
llamamos multiplicando y multiplicador 
simplemente al multiplicando le multiplicamos 
el inverso del multiplicador ¿ya?, vamos a ver 
entonces el cociente de ese modo y la 
operación respectiva se llama división. Estas 
dos definiciones incluyen tanto para la 
diferencia como para el cociente de dos 
números reales acá, señalando que b sea 
diferente de cero, b diferente de cero. 
El profesor escribe en la pizarra: 
(R~ +, -) como un cue1po conmutativo, 
ordenado y completo. 
P: Bien jóvenes entonces, cumpliéndose todos 
estos axiomas nosotros presentamos finalmente 
la siguiente etapa como un cuerpo conmutativo 
como un cuerpo conmutativo luego vamos a 
ver también ordenado y completo eh, ya hemos 
visto que cumple además de la asociatividad, 
la distributiva, el elemento neutro, el inverso, 
cumple la conmutatividad por eso es un cuerpo 
conmutativo y luego viene también 
representado los axiomas de orden, se dice que 
es un cuerpo ordenado y completo porque 
también finalmente se presenta el axioma de 
completitud ¿ya? con esos garantizamos que 
esta terma R el conjunto R diferente del vacío 
con las adición y multiplicación cumple esta 
estructura matemática ¿ya?, luego a ello 
acompañamos jóvenes algunas propiedades 
básicas importantes. 
El profesor escribe en la pizarra: 











Teorema 1.- Llamado como de Monotonía 
i) Sf a = b y e e R entonces: 
1) a.+ e= b +e 
2) a •e = b • e 
P: Propiedades básicas de la adición y la 
multiplicacióh que también. es conocido por 
ustedes ¿ya? vamos nosotros simplemente a 
darle otro tono, teorema uno a este par de 
propiedades que es conocido o llamado de 
monotonía la propiedad de monotonía, así lo 
conocían ustedes en el colegio ¿no? lo conoces 
incluso en la academia básicamente son dos, la 
primera dice: Si a es igual a by e es igual a un 
número real entonces, entonces dos puntos va 
cumplirse, vamos a llamarle uno ya no i, sino 
uno, que si yo tengo en esta igualdad a igual a 
b, tengo un tercer número real entonces yo 
puedo por ejemplo sumar el a mas e el e este 
tercer numero a ambos lados y tendré esta 
nueva igualdad a mas e es igual a b mas e ¿ya? 
Y lo mismo dos ¿acá? podre yo sumar a ambos 
lados este tercer numero e sino también 
multiplicar a ambos lados a por e es igual a, b 
por e, esto jóvenes su demostración es sencilla 
con dos pasos se llega a la demostración. 
El profesor escribe en la pizarra: 
Demostración: 
1.1 Si :a + e = a. + e; ':f a. + e E R ... , I:. 
1.2 Como 
P: Por ejemplo haremos, uno de uno de esta 
primera operación el otro · también es muy 
semejante, la que vamos hacer la demostración, 
yo voy a partir de un axioma que hemos 
definido al inicio, sea: a mas e es igual a: a mas 
e ¿será cierto esto? 
Entonces a mas e, voy a dejar así acá voy a 
remplazar el b, ¿eso porque lo hago jóvenes?, 
por hipótesis, y por un axioma que ustedes ya 
conocen axioma de sustitución, ax10ma de 
sustitución, es decir en el segundo miembro de 
esta igualdad de acá de el primer paso yo voy a 
sustituir en vez de a voy a sustituir por b y 
llegó pues a lo que quería demostrar, en dos 
pasos a mas e es igual b mas e ¿ya?, luego lo 
mismo se hace para el segundo caso 2) ustedes 
parten del producto a por e es igual a: a por e, 
por el I uno ¿ya? y luego aplicando la hipótesis 
y axioma de sustitución de a por b y llegan . 













El profesor escribe en la pizarra: 
Teorema 2.- Llamado Prop. de Cancelación: 
i) Si a +- e = b + e -+ a = b 
ii) Si G' • ,e = b · e, e :;::: O - a = b 
Demostración: 
i) a +e = b+ e (Ht:pótesü) 
(a+ e}+ (-e) = (b +e)+ (-e} Tt?Oren<.a 
a+ [e+ (-e)] = & +[e+ (-e)] ... A: 
a; + O = b. + O "' A4 
a= b· ... .43: 
P: Vamos a ver el teorema dos llamado 
también como la propiedad de cancelación y 
bastante usada, esta propiedad llamada 
cancelación, si a mas e es igual b mas e 
entonces, a es igual b, otra es el caso siguiente 
a por e es igual a b por e entonces, a es igual a 
b, ya acá lo que hay que garantizar es que e sea 
diferente de cero entonces, a igual a b, a este le 
llamamos dos, eso lo que ustedes tienen en una 
ecuación resuelvo cancelo acá, cancelo acá y 
me queda esto por eso que su demostración es 
también paso a paso, por ejemplo el uno, 
partimos pues de que tenemos a mas e es igual 
b mas e, esto es nuestra hipótesis, tenemos esta 
igualdad, yo puedo en esta igualdad, sumar a 
ambos lados usando el teorema el uno i) aparte 
tengo una igualdad, en esta igualdad yo sumo 
ambos lados un tercer numero menos e, acá 
fíjense están asociado los dos primeros, puedo 
yo c¡1mbiar la forma de asociarlos puedo yo 
cambiar los dos primeros y cambia, no los dos 
primeros sino los dos últimos b suelto y asocio 
por el axioma sub dos, por el axioma sub 
cuatro y luego el axiOma de identidad o 
elemento neutro, todo numero sumado con este 
elemento nutro o identidad es el mismo 
entonces queda demostrado. 
P: El segundo caso; 
(Si a:· e = b · e, e :;t O - a = b) también se 
parte muy semejante pero no exactamente, 
partir que e como debe ser diferente del vacío, 
¿existe o no el inverso, jóvenes? Existe el 
inverso, entonces de tal modo que multiplicado 
por su inverso es igual a uno y eso también 
quedaría para ust~des ¿ya? el caso de este 
teorema y asi podemos ir verificando una serie 
más de propiedades básicas. 
Demostración 
del teorema: 












El profesor escribe en la pizarra: 
Teorema 4.- a:· O = O, 'rt a = R 
P: Por ejemplo, hay uno que bastante es 
utilizado acá como teorema cuatro, tratando de 
resumir esto a por cero es igual a cero para 
todo a que pertenece a R, que lo hemos usado 
que todo numero multiplicado por cero es igual 
a cero entonces su demostración es inmediato y 
funcional. 
El profesor escribe en la pizarra: 
Demostración: a · O = a · O + O .... A~ 
=a·O+[a +(-a}] .... AA -
= [a·O+aJ+(-a) .... Az 
= [á · O + a ·1] + (-a:) .... M, 
= a(O + 1) +(-a) ... D, 
= a:· :Ji + (-a} .... A,.. -
=a+ (-a) ... 11i, 
=O ..... A4 
P: Haber a por cero yo lo puedo expresar a por 
cero mas cero, esta cantidad sumada mas cero 
es lo mismo eso es por A sub tres el axioma del 
elemento neutro, a por· cero este cero 
multiplicado, por el axioma A sub cuatro, a 
mas, todo número real sumado con su opuesto 
es igual a cero, menos a, acá tengo fijense 
tengo asociado los dos últimos, puedo asociar 
los dos primeros mas a, lo puedo poner como a 
por uno, quien me puede garantizar esto se sabe 
que todo numero por uno es igual al mismo, el 
axiomas M tres, de ahí por D por el axioma 
distributivo nos va quedar esto, y acá por la 
definición de suma o sino aplicando el axioma 
A sub tres, luego, acá también M sub tres: todo 
numero multiplicado por el elemento neutro de 
la multiplicación, finalmente por A sub cuatro, 
todo numero a por cero es igual a cero. 
P: Y así sucesivamente se va haciendo una 
serie de demostraciones que ustedes tienen en 
el texto, por ejemplo, es utilizado en nuestra 
universidad el de Espinosa en la básica, los de 
Análisis tienen mucha de esta operación pero 
en forma muy diferente, hay demostraciones 
diferentes, pueden tomar otro caiDino pero 
llegan al mismo resultado, vamos antes de 
proseguir una definición más jóvenes que se 
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El profesor escribe en la pizarra: 
Def.- Para a e: R, se define: 
a..n = a · a · a. · ... · a, llamamos an como 
la potencia n - esima de R. 
Convenio: a0 = 1, a =f:. O 
a 1 =a 
P: Se defme que a elevado o expresado a a la 
ene, es igual, al producto a por a por a hasta 
ene veces, a eso lo que nosotros llamamos a a 
la ene, como la potencia enésima de a, vamos a 
definir por convenio que a a la cero ,es igual a 
uno, y a a la uno es igual a uno. 
Luego, ahí por ejemplo ustedes tienen, 
utilizando eso en ecuaciones lineales, lineal son 
todas las ecuaciones llamadas de primer grado 
con una variable, le llamamos ecuaciones 
lineales entonces ahí tienen un teorema lo 
tienen demostrado en la separata, de igual 
modo en el teorema once a, x más b es igual 
cero, es un teorema elemental que utilizaban 
nuestros jóvenes en la primaria, pero nosotros 
como maestros es esto una propiedad, un 
teorema cuya única solución es igual a: menos 
b sobre a, de igual modo también tenemos el 
teorema doce. 
El profesor escribe en la pizarra: 
Teorema 12.-
tiene por 'solución 
V x= 
P: Cuando ustedes tienen siempre el teorema 
doce, que dice: si a es diferente de cero 
entonces a por x al cuadrado mas b por x por 
mas e, es igual a cero, tiene por solución, x 
igual a: menos b mas menos raíz cuadrada de b 
al cuadrado menos 4 a por e sobre dos a; 
llamándole equis prima, (x') es igual a, menos 
b, más menos raíz cuadrada de b al cuadrado, 
menos cuatro a por e sobre dos a. Lo que si hay 
que rescatar de esto es la demostración, voy a 
demorarme un poco, es con respecto al llamado 
discriminante, de repente en la secundaria no le 
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importante jóvenes, para la construcción de 
este tipo de ecuaciones sobre todo para usar la 
llamada fórmula general, las soluciones que 
ustedes más o menos conocen con una sola 
solución, como la forma general cuadrática más 
rápido y más analítico la solución y ustedes 
tiene más presente inmediatamente el análisis 
del discriminante, es el que nosotros le damos 
esta interpretación: delta como la cantidad sub 
radical, esta cantidad sub radical es conocida 
como el discriminante y que nosotros le 
igualamos a delta cualquiera, esto es 
importante en su análisis vamos a sacar la 
siguiente conclusión. 
El profesor escribe en la piza¡·ra: 
Observación: El Discriminante: 
1l = b1 - 4ac 
I) Sió >O 
/JI) Si t.< O . ...,. r~.r: E R. s =O¡ 
P: La primera si el discriminante es mayor que 
cero vamos a tener dos soluciones diferentes r1 
y r2; van a ser diferentes de tal modo que 
vamos a tener la solución formada por estos 
dos raíces, esto cuando la cantidad sub radical 
es mayor que cero. Si la segunda el 
discriminante es igual a cero, van a ser iguales 
entonces, la solución va estar formada algunos 
dicen que tiene una sola solución pero en el 
fondo no es que tenga una solución sino que 
tiene dos soluciones que son iguales. Y una 
tercera si el discriminante es menor que cero, 
las tres propiedades mayor que cero, igual a 
cero y menor a cero, si es menor que cero, 
también van a ser dos raíces pero que no van a 
hacer reales, entonces la solución simplemente 
jóvenes para nosotros cuando estamos 
trabajando en los reales va ser el vacío y ahí va 
a haber la necesidad de extender los reales, los 
reales a otro conjunto que es conocido como 
las imaginarias o Jos complejos, ya entonces la 
solución simplemente jóvenes cuando estamos 
trabajando en los reales va ser el vacío, de ahí 
va haber la necesidad de extender los reales a 
otro conjunto mucho más complejo más grande 
conocido como los números complejos, frente a 
este problema de las ecuaciones no tiene 
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reales, por eso el análisis de estos reales llega 
en esta tercera situación a la solución, que es el 
conjunto vacio y vemos que las raíces no van a 
ser reales; bien, esto jóvenes, es importante y 
luego de esto sale un corolario del teorema 
doce sale el siguiente corolario. 
El profesor escribe en la pizarra: 
Corolario 2.- Sean r1 .. r 2 e R dos raíces de 
la ecuación cuadrática: ax 2 + bx +e =O 




P: El corolario acá esta como dos, dice lo 
siguiente: sean r1 y r2 dos números reales 
cualquiera r sub uno y r sub dos raíces de la 
ecuación cuadrática, así conocidos también: a 
por x al cuadrado mas b por x mas e igual a 
cero, entonces se cumple: la primera es la suma 
de estas raíces es igual a, jóvenes, menos b 
sobre a y la segunda que el producto de estas 
raíces es e sobre a, este es el corolario dos que 
sale como consecuenCia del teorema doce, esto 
es importante cuando ustedes están 
solucionando una ecuación o tienen problema 
con una ecuación de segundo grado, va ayudar 
bastante conociendo la suma y producto de 
estas raíces. 
El profesor escribe en la pizarra: 
Ejemplo 
ax2 + bx+ e= O 
2x2 + 3x+l =O 
a = 2, b = 3, e = 1 




rl = 4 =-z 
rz = -4 = -1. 
4 
P: Sabemos que delta es mayor que cero, 
menor que cero o igual a cero simplemente 
cuando usted está trabajando en ecuaciones, 
por ejemplo: 2 por equis al cuadrado mas 3 por 
equis más uno igual a cero, ¿quién es a, quién 
es b, quién es e? e es uno, a por x cuadrado b 
por x y e, ¿a es igual a ... ? perdón, dos, 
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tiene solución en R, inmediatamente en 
secundaria no le han enseñado de ese modo, si 
en el análisis ustedes tratan de factorizar por el 
método de aspa, pero, qué pasa si no· tiene 
solución, van a estar factorizando pero no tiene 
solución, de repente las raíces no sean enteras 
sino raíces irreales, entonces en este caso se 
analiza, la discriminante será b cuadrado menos 
cuatro por a por e, es decir, 9 menos 4 por 2 
por 1, esto nos va dar nueve menos ocho, uno, 
mayor que cero, entonces serán reales claro va 
a tener dos raíces reales inmediatamente, vas a 
aplicar la formula menos tres mas menos raíz 
cuadrada ya no haces ya no usas eso porque as 
trabajo ya dos por dos, menos tres mas menos 1 
sobre 4, es decir tendrías acá , r1 menos dos 
cuartos seria menos un medio y r2 sería, menos 
cuatro entre cuatro, menos uno; observan que 
las dos raíces son diferente y son reales y, y 
bueno para terminar esta parte tendríamos que 
observar algo importante, me dicen, que tiene 
que ver una forma de presentar de repente no la 
ecuación cuadrática de este modo, sino poco 
mas simplificada. 
El profesor escribe en la pizarra: 
Obs. Como a# Ülaec. axl + bx +e= o 
z+b ,.e O se puede expresar X -X T - = , 
por el Corolario 2, se tiene: 
-(r ..L r ) = ~ 
l. ' 2 a 
e 
r1. rz = ~· 
a a 
reemplawndo en la última ecuación se tendrá: 
x 2 - (r 1 + r 2 )x + r 1 • .r2 = O 
P: Como a diferente del va.· .. , de cero perdón, 
la ecuación a por x cuadrado mas b por x mas 
e, igual a cero , se puede presentar, a ver que 
dicen ustedes, por x cuadrado mas b sobre a 
por .x mas e sobre a, igual a cero, ¿sí o no? 
multiplicando por a a las menos uno a ambos 
lados, se hace uno por x cuadrado, a a la menos 
uno por b, se puede quedar expresado como 
cociente, se acuerdan que defmimos lo de 
cociente igual acá a a la menos uno por e, como 
cociente es e sobre a, entonces, tendremos 
ecuaciones que vienen así el coeficiente del 
término independiente, viene en forma de 
176 
fracción, lo puedo convertir en forma general 
multiplicando por un numero que sea común a 
los numeradores, usando el corolario, por el 
corolario dos se tiene como presentaríamos b 
sobre a ¿sí o no? y el productor sub 1 por r sub 
2, e sobre a, llevando y remplazando en la 
última ecuación se tendria dos puntos, ustedes 
tíenen ahí x al cuadrado menos, r sub 1 mas r 
sub 2 por x, mas r sub 1 mas r sub 2, igual a 
cero, cuando ustedes factorizan ¿qué hacen? 
buscan dos números que te den el termino 
independiente, que sumados o restados les dé el 
coeficiente de x, también podemos representar 
de este modo una expresión cuadrática con ello 
ya podemos hacer algunos ejercicios de 
aplicación, bueno vamos hacer acá un alto. 
FIN DE LA SESIÓN. 
5.2 ORGANIZACIÓN MATEMÁTICA EFECTIVAMENTE 
CONSTRUIDA: TIPOS DE TAREAS, TÉCNICA, TECNOLOGÍA Y 
TEORÍA RESUELTOS EN LA CLASE DEL PROFESOR: 
TAREA TIPO 1 ( T¡): Proponer ejemplos de tablas de doble entrada que difinen, 
operaciones en A = {a, b, e} 
# a b e 
a a b e 
a b e 
a a b e 
b b e a 
e e a b b b e a e e a b 
a * a = a # a = 
a*b= a#b = 
TÉCNICA: Inten-ogar oralmente a los alumnos. 
TECNOLOGÍA: "a asterisco a, ¿a qué será igual jóvenes a a? Podemos señalar a 
asterisco b ¿será?, podemos ir definiendo por ejemplo a michi a, nos va a dar a, a rnichi b, 
nos va a dar b, ¿no? ¿estarnos de acuerdo?". 
*: AxA--+ A 
(a,b) ~·* (a.,b) =a* b 
TEORÍA: Operaciones binarias. 
TAREA TIPO 2 ( T2 }: Conceptuar el Espacio Vectorial como una operación binaria. 
TÉCNICA: El Profesor escribe en la pizan-a: Sea V un espacio vectorial sobre R, la 
adición es una operación binaria: 
+: VxV -7V 
[(a, b), (e, d)] ~ (a+ e, b + d) 
TÉCNICA: Escritura en lapizarra y explicación oral. Lectura del lenguaje simbólico. 
TECNOLOGÍA: " ... a este conjunto V mayúscula, sobre R, campo R, la adición, la adición 
es una operación, es una operación binaria, es decir jóvenes, esta operación de adición va 
ir en el producto de V por V, es decir yo tengo acá este par de pares, yo le voy a asignar 
simplemente un elemento de acá ... " . 
"Y así se puede ir señalando una serie de ejemplos de operaciones binaria que en el fondo 
vuelvo a repetir jóvenes, es una fUnción " 
TEORÍA: Operaciones binarias. 
TAREA TIPO~ ( T3 }: Enunciar las propiedades de una operación binaria. 
Propiedades de una Operación Binaria 
iii) P. Conmutativa.- V a., b E A: a* b = b *a 
iv) P. Asociativa.- V a, b, e E A :(a* b) *e= a* (b *e) 
v) Existencia del Elemento Neutro.- 3 e E A/ a* e = e *a = a., V aE A 
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vi) Existencia del Inverso en A.- V a E A, 3 a' E A/ a* a'= a' *a= e 
vii) Distributiva de* con respecto a#: a* (b #e)= (a* b) #(a* e) 
(a.# b) *e =(a* e}# (b *'e) 
TÉCNICA: Escritura en la pizarra y explicación oral. Lectura del lenguaje simbólico. 
TECNOLOGÍA: Conocimientos previos: "5 propiedadesjóvenes, importantes que podemos 
ver generalmente en muchas de las operaciones ehh, llamados binarias de las cuales por 
ejemplo es ya conocido por ustedes de la adición y la multiplicación eh, ya sea en los 
naturales, en los enteros, los racionales o en el mismo conjuntos de los números reales, 
sino que acá estamos generalizando un poco más ¿no? que estamos partiendo de 
operaciones binarias que vienen a ser ya hemos dicho, funciones o aplicaciones ¿ya?". 
TEORÍA: Operaciones binarias. 
TAREA TIPO 4 ( T4 }: Verificar que se cumple la propiedad asociativa en N con la 
operación D, definida mediante: 
aDb= (a+b) (a-b),Va.,b EN 
TÉCNICA: Escritura en la pizarra y explicación oral. Lectura del lenguaje simbólico. 
TECNOLOGÍA: 
Sol. 
(a D b)D e= (a+ b) (a- b) O e = (a2 - b2 ) De= [(aZ- b 2) + e][(aZ- b2)- e] 
= (a2- bz + c)(a2- bz- e)= (a2- b2)1- c2 
Sol. 
a O (b O e) = a O (b + c)(b, -e) =a O (b2 - e2) = [a2 + (b 2 - c2)][a2 - (b 2 - c2)] 
= [a + ~ 2 _ e 2 )] [a _ ~ 2 _ e 2 )] = a 2 _ (b 2 _ e 2 J 
:.La operación O no es asociativa. 
TEORÍA: Métodos de demostración de propiedades. 
TAREA TIPO 5 ( T5 }: Verificar si el operador D tiene elemento neutro, en N. 
aDb= (a+b) (a-b),Va,b EN 
TÉCNICA: Escritura en la pizarra y explicación oral. Lectura del lenguaje simbólico. 
TECNOLOGÍA: 
(a+ e)(a- e) = a 
3 e EN fa De= a 
a2 - e2 =a 
e 2 = a2 - a 
e=±va2 -a ... (a) 
3eEN{eDa=a 
(e + a)(e- a) = a 
e2 -a2: =a 
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e2 =a?·+ a. 
e= ±..Ja2 +a. ... (P) 
3eEN 
"Entonces no existen el e" 
TEORÍA: Demostración de propiedades. 
TAREA TIPO 6 ( T6}: Ejercicio 1: En N se defme una operación D 
a.Db= (a.+b) (a-b),Va.,be-N 
Verificar que cumple: 
- El operador D tiene simétrico? 
TÉCNICA: "Va quedar para ustedes que verifiquen el simétrico". 
TECNOLOGÍA: No existe. 
TEORÍA:No existe. 
TAREA TIPO 7 ( T7}: ¿Qué es una estructura de Grupo? 
TÉCNICA: Escritura en la pizarra y explicación oral. 
TECNOLOGÍA: "Grupo es una estructura matemática compuesto por un conjunto diferente 
de vacio conjunto A diferente de vacío en la cual cumple una operación final en la cual se 
define, se define una operación binaria y que cumple cuatro propiedades básicamente tres, 
tres que sea asociativa, que exista el elemento neutro y la existencia del inverso en A con 
esas tres propiedades nosotros garantizamos por ejemplo que la estructura de A con un 
operador binario asterisco, (A,*) con esas tres propiedades seria grupo". 
TEORÍA: teoría de Grupos. 
TAREA TIPO 8 ( T8 }: El Proceso de Construcción del Conjunto de los Números Reales 
Partimos de N= {0, 1, 2, 3, .. .} 
La extensión de N: x + 2 = 1 
TÉCNICA: Escritura en la pizarra y explicación oral. 
TECNOLOGÍA: " ... esta ecuación elemental y sencilla no se puede resolver en N entonces 
fi·ente a ello tenemos una dificultad pues uno menos dos no está definido en N, solamente la 
operación de sustracción vamos a ver que no es una operación binaria en N porque para 
cualquier numero natural ¿no? yo no puedo encontrar un numero N." 
TEORÍA: Operaciones binarias. 
TAREA TIP0,9 ( T9}: 2x = 1 ¿tendrá solución en zeta esta ecuación, jóvenes? • 
TÉCNICA: Exylicación oral. 
TECNOLOGIA: " ... No esta ecuación no tiene solución en zeta ¿ya? se tendría que hacer un 
cociente entre uno y entre dos y eso en zeta no está definido ¿ya? o sea entonces ahí 
tendríamos un inconveniente habría la necesidad también de extender en Z en otro conjunto 
conocido en la cual denotamos como Q. " 
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TEORÍA: Operaciones binarias. 
TAREA TIPO 10 ( T¡0 }: x
2 = 2 x=±.J2r¡_Q 
TÉCNICA: Escritura en la pizarra y explicación oral. 
TECNOLOGÍA: ·~ ... ,por ejemplo en este caso raíz cuadrada de dos, perdón, x al cuadrado 
es igual a dos que vendría hacer pues igual a mas menos raíz cuadrada de dos ¿sí o no? 
entonces este ya no es racional, también lo puedo expresar como decimal tendrán la forma 
periódica o exacta, estos decimales ya ustedes también los conocen vemos que son 
decimales infinitos y son decimales infinitos y no periódicos, incluso, aquí hay una 
propiedad muy importante probar que raíz cuadrada de dos no es un numero racional y no 
periódico ¿ya? y esto por un método, por un método el absurdo se prueba que raíz 
cuadrada de dos no es racional se supone que raíz cuadrada de· dos es racional por lo 
tanto tiene la forma a sobre b de tal forma que a y b son enteros pero diferente a cero y 
otra cosita importante cuando se define que a y b como son, son primos entre si y esto se 
llega a verificar ¿no? raíz cuadrada de dos no es racional no pertenece a Q ¿ya?, entonces 
hay la necesidad de extender hay una necesidad de extender a los in·acionales. " 
TEORÍA: Decimales periódicos y no periódicos. Demostración por el absurdo. 
TAREA TIPO 11 ( T¡ 1}: ¿Cuáles son los números decimales infinitos y no periódicos? 
TÉCNICA: Escritura en la pizarra y explicación oral. 
TECNOLOGÍA: " ... aparece también Pi" 
' ,.--2 - ' 1 4-114?. ¡-;;3· - ' 1 71 IV-I,.L.-....... V-I,··· 
±v's = e = 2,82 .... n- = 3,1415 ... 
" ... , todos son decimales infinitos y no periódicas no tenemos acá ninguna cifi·a periódica 
que se va repitiendo. " 
TEORÍA: Límites y convergencia. (Ausente) I = {x 1 x es decimal infinito y no periódico} 
TAREA TIPO 12 ( T¡2 }: Definir el conjunto de los números reales. 
TÉCNICA: Escritura en la pizarra y explicación oral. 
TECNOLOGÍA: Llamaremos conjunto de números reales al conjunto R que es la unión de 
los conjuntos de los números racionales e in·acionales, a los elementos de R llamaremos 
números reales 
TEORÍA: R = Q UL 
TAREA TIPO 13 ( T¡3 }: ¿Qué es una relación de igualdad? 
TÉCNICA:lEscritura en la pizan·a y explicación oral. Lectura de/lenguaje simbólico. 
TECNOLOGÍA: Si a y b son dos símbolos que representan a un mismo real y que 
denotaremos como a = b, que se lee "a es igual a b" en esta relación se cumple los 
siguientes axiomas: 
11: V a. E R :a.= a. 




13,: V a,b .. e E R =a= b A b =e---+ a= e (Transitivo) 
TEORÍA: Relaciones de equivalencia. 
TAREA TIPO 14 ( T¡4 }: Definir el campo de los números reales. 
TÉCNICA: Escritura en la pizan·a y explicación oral. Lectura de/lenguaje simbólico. 
TECNOLOGÍA: Dos operaciones binarias: adición y multiplicación 
+: RxR---+ R ·: RxR---+ R 
(a, b)---+ +(a-, b) =a+ b (a, b)---+ a,· b 
Operación que cumple con los axiomas: 
A1 : a + b = b + a, V a, b E R 
A2 : (a+ b) +e= a+ (b +e), V a, b, e E R 
A3 : existe un número real cero: 0/ a+ O = O +a = a, V a E R 
.44 : para cualquier x E R, existe - x: E R/ x + (-x) = ( -x) + x 
(Conmutativa) 
(Asociativa) 
(Existencia del e) 
= O (Existencia del opuesto, 
inverso aditivo) 
Lo mismo para la multiplicación: 
M1:a· b = b· a,Va,b ER' 
M2 :(a·b)·c=a·(b·c),Va,b,c ER 
M 3 : 3 1 E R~ V a, E R /a· 1 = 1· a= a 
M4 : 'V a E R,3 a-
1 E R, a =F- O fa· a-1 = a-1 ·a= 1 
D 1 : a · (b + e) = a, · b + a · e, 
D2 : (a+ b) ·e= a· e+ b ·e, 







TAREA TIPO 15 ( T¡ 5 }: Definir la diferencia y el cociente de dos números reales. 
TÉCNICA: Escritura en la pizarra y explicación oral. Lectura de/lenguaje simbólico. 
TECNOLOGÍA: "la diferencia de a y b definida como a - b = a + (-b) y la operación 
respectiva se llama sustracción", "el cociente de a entre b definida como 
~=a: b =a· b-1, b -::1= O y la operación respectiva se llama división. 
b 
TEORÍA: Elementos de una operación binaria 
TAREA TIPO 16 ( T¡6 }: ¿(R, +, ·)es un cuerpo conmutativo, ordenado y completo? 
TÉCNICA: Escritura en la pizarra y explicación oral. 
TECNOLOGÍA: "Bien jóvenes entonces, cumpliéndose todos estos axiomas nosotros 
presenta!nos finalmente la siguiente etapa como un cue1po conmutativo luego vamos a ver 
también ordenado y completo eh, ya hemos visto que cumple además de la asociatividad, la 
distributiva, el elemento neutro, el inverso, cumple la conmutatividad por eso es un cuerpo 
conmutativo y luego viene también representado los axiomas de orden, se dice que es un 
cuerpo ordenado y completo porque también finalmente se presenta el axioma d~ 
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completitud ¿ya? con esos garantizamos que esta terma R el conjunto R diferente del vacío 
con las adición y multiplicación cumple esta estructura matemática ¿ya?" 
TEORÍA: Estructuras algebraicas. 
TAREA TIPO 17 ( T¡7 }: Demostrar las Propiedades Básicas de la Adición y la 
Sustracción: Teorema 1.- Llamado como de Monotonía 
ii) Si a= by e E R entonces: 
1) a+c = b +e 
2) a· e= b ·e 
TÉCNICA: Escritura en la pizan·a y explicación oral. Lectura de/lenguaje simbólico. 
TECNOLOGÍA: Demostración: 
1.3 Si a + e = a + e; V a + e e R, .•. , I1 
1.4 Como a= b ~ a+ e= b +e, ... por Hipótesis y Ax.de Sustítu.cíón 
" ... luego lo mismo se hace para el segundo caso 2) ustedes parten del producto a por e es 
igual a: a por e, por el I uno ¿ya? y luego aplicando la hipótesis y axioma de sustitución de 
a por b y llegan también al resultado a este caso: a · e = b · c. 
TEORÍA: Métodos de demostración de teoremas. 
TAREA TIPO 18 ( T¡8 }: Demostrar el teorema 2.- Llamado Prop. de Cancelación: 
iii) Si a.+ e = b + e ~ a = b 
iv) Si a· e = b ·e, e =f= O ~a.= b 
TÉCNICA: Escritura en la pizan·a y explicación oral. Lectura de/lenguaje simbólico. 
TECNOLOGÍA: Demostración: 
ii) a + e = b + e (Hipótesis) 
(a+c); (-e)=(b+c)+(-c) Teorema1(i) 
a+ [e+ (-e)]= b +[e+ (-e)] ... A2 
a+O = b +O ... A4 
a= b ... A3 
"El segundo caso; (Si a· e = b ·e, e =f= O --+a= b) también se parte muy semejante pero 
no exactamente, partir que e como debe ser diferente del vacío, ¿existe o no el inverso, 
jóvenes? Existe el inverso, entonces de tal modo que multiplicado por su inverso es igual a 
uno y eso también quedaría para ustedes ¿ya? el caso de este teorema y así podemos ir 
verificando una serie más de propiedades básicas". 
TEORÍA: Métodos de demostración de teoremas. 
!. 
TAREA TIPO 19 ( T¡9 }: Demostrar el teorema 4.- a· O =O, V a. rE R 
TÉCNICA: Escritura en la pizarra y explicación oral. Lectura de/lenguaje simbólico. 
TECNOLOGÍA: Demostración: a · O = a · O + O .••• A 3 
=a · O + [a + (-a)] .... A~ 
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=[a·O+a]+(-a) .... .42 
= ,[a · O + a · 1] + (-a) .... M 3 
=a(0+1)+(-a) ... D1 
=a· 1 + (-a) .... A3 
= a+ (-a) ... M 3 
=O ..... A4 
TEORÍA: Métodos de demostración de teoremas. 
TAREA TIPO 20 ( T20 }: Definir la potencia para un número a real. 
TÉCNICA: Escritura en la pizarra y explicación oral. Lectura de/lenguaje simbólico. 
TECNOLOGÍA: 
Def.- Para a E R, se defme: a11 = f' · a · ~ · .. ., · ')'llamamos a 11 como 
la potencia n - esima de R. 
n veces 
Convenio: 
TEORÍA: Potenciación de números reales. 
TAREA TIPO 21 ( T21 }: Demostrar los teoremas de la separata. 
TÉCNICA: Ex,Plicación oral. Lectura de algunos teoremas de la separata. 
TECNOLOGIA: " ... utilizando eso en ecuaciones lineales, lineal son todas las ecuaciones 
llamadas de primer grado con una variable, le llamamos ecuaciones lineales entonces ahí 
tienen un teorema lo tienen demostrado en la separata, de igual modo en el teorema once a, 
x más b es igual cero, es un teorema elemental que utilizaban nuestros jóvenes en la 
primaria, pero nosotros como maestros es esto una propiedad, un teorema cuya única 
solución es igual a: menos b sobre a." 
TEORÍA: Métodos de demostración de teoremas. (VACiO) 
TAREA TIPO 22 ( T22 }: Demostrar el 
Teorema 12.- Si a =F O, entonces ax 2 + bx +e =O tiene por solución 
-b + .Jb2 - 4ac -b- .Jb2 - 4ac 
x= v x=-------
2a 2a 
TÉCNICA: Escritura en la pizarra y explicación oral. 
TECNOLOGÍA: "Lo que si hay que rescatar de esto es la demostración, voy a demorarme 
un poco, es con respecto al llamado discriminante, de repente en la secundaria no le han 
dado mucha importancia pero es muy importante jóvenes, para la construcción de este tipo 
de ecuaciones sobre todo para usar la llamada fónnula general, las soluciones que ustedes 
más o menos conocen con una sola solución, como la forma general cuadrática más 
rápido y más analítico la solución y ustedes tiene más presente inmediatamente el análisis 
del discriminante, ... "(VACiO) 
TEORÍA: Métodos de demostración de teoremas. AUSENTE 
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TAREA TIPO 23 ( T23 }: Observación: El Discriminante: Ll = b2 - 4ae 
IV) Sill>O ~ r1,r2 E R, r1 :t r 2 , s={r1,rzJ 
Ji} SiA=O --+ r 1,r2 e R, r1 = r 2 =r, s={r} 
VI) SiA<O --+ r 1,r2 E R, s=0 
TÉCNICA: Escritura en la pizarra y explicación oral. Lectura de/lenguaje simbólico. 
TECNOLOGÍA: "... es el que nosotros le damos esta inte1pretación: delta como la 
cantidad sub radical, esta cantidad sub radical es conocida como el discriminante y que 
nosotros le igualamos a delta cualquiera, esto es importante en su análisis vamos a sacar 
la siguiente conclusión ... ", " ... ,las tres propiedades mayor que cero, igual a cero y menor 
a cero, si es menor que cero, también van a ser dos raíces pero que no van a hacer reales, 
entonces la solución simplemente jóvenes para nosotros cuando estamos trabajando en los 
reales va ser el vacio y ahí va a haber la necesidad de extender los reales, los reales a otro 
conjunto que es conocido como las imaginarias o los comphijos, ya entonces la solución 
simplemente jóvenes cuando estamos trabajando en los reales va ser el vacio, de ahí va 
haber la necesidad de extender los reales a otro conjunto mucho más complejo más grande 
conocido como los números complejos, ... " (VACÍO) 
TEORÍA: Raíz cuadrada de un número real menor que cero. AUSENTE 
TAREA TIPO 24 ( T24 }: Corolario 2.- Sean r 1 ,r2 ,e R dos raíces de la ecuación 
cuadrática: ax1 + bx + e = O entonces se cumple: 
··n ' -b m1 r 1 -r r 2 =-;-
• ~ e zv r · r =-1 2 ,a 
TÉCNICA: Escritura en la pizan·a y explicación oral. Lectura de/lenguaje simbólico. 
TECNOLOGÍA: " ... , luego de esto sale un corolario del teorema doce sale el siguiente 
corolario, ... " 
Ejemplo ax
2 + bx+ e= O 2x 2 + 3x+ 1 =o 
a = 2, b = 3, e = 1 




rl =-¡- = z 
-4 
r 2 =-= -1 4 
" ... , esto nos va dar nueve menos ocho, uno, mayor que cero, entonces serán reales claro 
va a tener dos raíces reales inmediatamente, vas a aplicar la formula, ... ", " ... , observan 
que las dos raíces son diferente y son reales y, ... "(VACÍOS) 
TEORÍA: Métodos de demostración de teoremas. AUSENTE. 
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TAREA TIPO 25 ( T25 }: Presentar la ecuación cuadrática más simplificada. 
TÉCNICA: Escritura en la pizarra y explicación oral. Lectura de/lenguaje simbólico. 
TECNOLOGÍA: Obs. Como a. = O la ec. c.x2 + bx + e = O se puede expresar 
x 2 +!! x + !:... = U, por el Corolario 2, se tiene: 
~ e . . 
-(r + L-.,)= ~ 
. 1 . -· "'" 
t•. • r~ =.:., reemplazando en la última ecuación se tendrá: • ... a 
x 2 - (r1 + r: )x+r1 • r: - C 
"Como a diferente del ''a ___ , de cero perdón, la ecuación a por x cuadrado mas b por x mas 
e, igual a cero, se puede presentar, a ver que dicen ustedes, por x cuadrado mas b sobre a 
por x mas e sobre a, igual a cero, ¿sf o no?, ... , cuando ustedes factorizan ¿qué hacen? 
buscan dos números que te den el termino independiente, que sumados o restados les dé el 
coeficiente de x, también podemos representar de este modo una expresión cuadrática con 
ello ya podemo.~ hacer algunos ejercicios de aplicación, bueno vamos hacer acá un alto ". 
TEORÍA: Métodos de demostración de teoremas. 
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5.3 CONTRASTACIÓN DEL TIPO DE TAREAS, TÉCNICAS Y TECNOLOGÍAS: 
TIPOS DE TAREAS TÉCNICAS TEORÍAS 
T1 : Operar elementos en tablas de Interrogar oralmente a Operaciones binarias. 
doble entrada. los alumnos. 
Tz: Conceptuar el Espacio Escritura en la pizarra y Operaciones binarias. 
Vectorial como una operación explicación oral. Lectura 
binaria. del lenguaje simbólico. 
T3 : Enunciar las propiedades de Escritura en la pizarra y Operaciones binarias. 
una operación binaria. explicación oral. 
T4 : Verificar que se cumple la Escritura en la pizarra y Métodos de demostración 
propiedad asociativa en N con la explicación oral. Lectura de propiedades. 
operación D del lenguaje simbólico. 
aDb= (a+b) (a-b),"i/a,bEN 
T5 : Verificar si el operador Escritura en la pizarra y Demostración de 
D tiene elemento neutro, en N. explicación oral. Lectura propiedades. 
aDb= (a+ b) (a- b),"i/ a,b E N 
del lenguaje simbólico. 
T6 : Verificar que el operador Va a quedar para ustedes No existe. 
D tiene simétrico? que verifiquen el 
simétrico. 
T7: ¿Qué es una estructura de Escritura en la pizarra y Teoría de Grupos. 
Grupo? explicación oral. 
T8 : El Proceso de Construcción del Escritura en la pizarra y Operaciones binarias. 
Conjunto de los Números Reales explicación oral. 
Partimos de 
N= {0, 1, 2, 3, ... } 
La extensión de N : x + 2 = 1 
T9: 2x= 1 ¿Tendrá solución Explicación oral. Operaciones binarias. 
en zeta esta ecuación? 
T¡0 : Resolver x
2 = 2 Escritura en la pizarra y Decimales periódicos y no 
x=±.J2r¡.Q explicación oral. periódicos. Demostración 
por el absurdo. 
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T¡ 1 :-- ¿Cuáles son los números Escritura en la pizarra y Límites y convergencia. 
decimales infinitos y no explicación oral. (Ausente) 
periódicos? 1 = {x 1 x es decima(mfmitoy no periódic 
T¡2 : Definir el conjunto de los Escritura en la pizarra y R=QUI. 
números reales. explicaci6n oral. 
T¡3 : ¿Qué es una relación de Escritura en la pizarra y Relaciones de 
igualdad? explicación oral. Lectura equivalencia. 
del lenguaje simbólico. 
T¡4 : Definir el campo de los Escritura en la pizarra y Estructura algebraica de 
números reales. explicación oral. Campo. 
T¡5 : Definir la diferencia y el Escritura en la pizarra y Elementos de una 
cociente de dos números reales. explicación oral. Lectura operación binaria 
del lenguaje simbólico. 
T¡6: ¿(R, +, ·) es un cuerpo Escritura en la pizarra y Estructuras algebraicas. 
conmutativo, ordenado y explicación oral. 
completo? 
T¡7: Demostrar las Propiedades Escritura en la pizarra y Métodos de demostración 
Básicas de la Adición y la explicación oral. Lectura de teoremas. 
Sustracción. del lenguaje simbólico. 
T¡g: Demostrar el teorema Prop. Escritura en la pizarra y Métodos de demostración 
de Cancelación: explicación oral. Lectura de teoremas. 
del lenguaje simbólico. 
T¡9: Demostrar el teorema 4.- Escritura en la pizarra y Métodos de demostración 
a · O. = O, V a E R explicación oral. Lectura de teoremas. 
del lenguaje simbólico. 
Tzo: Definir la potencia para un Escritura en la pizarra y Potenciación de números 
número a real. explicación oral. Lectura reales. 
del lenguaje simbólico 
Tz¡: Demostrar los teoremas de Explicación oral. Lectura Métodos de demostración 
la separata. de algunos teoremas de de teoremas. (V ACIO) 
la separata. 
T22 : Demostrar el Teorema 12.- Escritura en la pizarra y Métodos de demostración 
Si a -!- O, entonces ax 2 + bx + e explicación oral. de teoremas. AUSENTE 
tiene por solución 
-& + v1b2- 4ac -b -~b'-4ac 
x= V r= 
2a 2a 
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T23: Demostrar el teorema del Escritura en la pizarra y Raíz cuadrada de un 
Discriminante: A = b2 - 4ac ; Si explicación oral. Lectura número real menor que 
es mayor, igual o menor que cero. 
del lenguaje simbólico. cero. AUSENTE 
T24: Demostrar el corolario 2.- Escritura en la pizarra y Métodos de demostración 
Sean r 1,r2 e R dos raíces de la 
explicación oral. Lectura de teoremas. AUSENTE. 
ecuación cuadrática: del lenguaje simbólico. 
ax2 + bx+ e= O entonces se 
cumple: 
-b ~ 
r + r =- rl. r2 --1 2 S a 
T25 : Presentar la ecuación Escritura en la pizarra y Métodos de demostración 
cuadrática más simplificada: explicación oral. Lectura de teoremas. 
? ( ' ) • o del lenguaje simbólico. x-- r 1 T r 2 x.-r1 • r 2 = 
5.4 ANÁLISIS Y CONCLUSIONES: 
ANÁLISIS: 
Los tipos de tareas planteados por el profesor, en un primer momento es el de operar 
elementos de un conjunto A, como ·~operadores" y luego conceptuar las Operaciones 
Binarias y reconocer sus propiedades: Conmutativa, asociativa, existencia del elemento 
neutro, existencia del inverso y distributiva. 
Es preciso observar y resaltar el planteo de la tarea T6 para su casa, utilizando el término de 
"simétrico" que no es explicado en clase, ni se da referencia de textos que utilizan este 
término: T6 : Verificar que el operador D tiene simétrico? 
Esto da lugar a confusión en los textos escolares, cuando se emplean los términos de 
elemento opuesto y elemento inverso. 
En un segundo momento, se basa en las tareas resueltas de operaciones binarias para definir 
la estructura de grupo y "construcción de los números reales" basados en las propiedades 
binarias de la adición y multiplicación, conceptuando (R, +. ·) como un cuerpo 
conmutativo, ordenado y completo; para luego demostrar algunas propiedades básicas de la 
Adición y la Sustracción. 
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Finalmente, y al parecer seria la utilidad y razón de ser del estudio de los números reales, la 
demostración de las soluciones de una ecuación cuadrática y las propiedades del 
discriminante y sus raíces. 
La técni~a predominante y única, utilizada por el docente es la de la "Escritura en la. 
pizan·a, explicación oral y lectura constante de/lenguaje simbólico" 
La teoría que se evidencia, en la clase del docente, están basados en el conocimiento de las 
operaciones binarias, algunas técnicas de demostración y algunos conceptos básicos de las 
estructuras algebraicas de grupo y campo. Hay un empleo del método de demostración 
directa y por el absurdo de manera oral e implícita, no se formaliza ni es explícito los 
métodos de demostración utilizados. 
RAZON DE SER DE LOS NÚMEROS REALES PROPUESTO POR EL 
PROFESOR EN EL AULA: 
Los números irracionales son números decimales infinitos y no periódicos, el primer 
encuentro se evidencia cuando afirma que: "V amos a presentar a R como la unión de dos 
conjuntos de números, los racionales unidos con los irracionales". Luego aborda el 
conjunto de números reales provisto de dos operaciones de adición y multiplicación, de una 
relación de igualdad, con 4 axiomas de adición, 4 axiomas de multiplicación y dos 
distributivas es un campo. Es un cuerpo conmutativo, ordenado y completo. Se prioriza la 
demostración de las propiedades básicas de monotonía y cancelativa, aO=O, de las 
ecuaciones lineales y cuadráticas. Incide en el análisis del discriminante menor que cero 
para justificar la extensión del conjunto de números reales al conjunto de números 
complejos. 
ESTRATEGIA GLOBAL: 
Es una praxeología pobre, el estudio de los números irracionales, se reduce a la 
problemática de la escritura de dichos números, esto es, del cómo se representa, hay una · 
preocupación por el símbolo, pero no por el significado, no hay cuestión problemática. A 
pesar de que se ejemplifica los irracionales con números decimales infmitos no periódicos, 
no hay operaciones con los números reales. 
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El profesor prioriza una presentación formal de las operaciones como ley de composición 
interna y sus propiedades, para luego definir (R, +, ·) como un cuerpo conmutativo, 
ordenado y completo. 
Es diferente al tratamiento que se da en el texto escolar analizado en el capítulo anterior, -
que es aproximando el decimal infinito no periódico de la raíz cuadrada de dos, y luego se 
redondea y se realizan operaciones con números decimales. 
La problematicidad no es numérica ni lógica, es de solución de ecuaciones lineales y 
cuadráticas. 
Es una praxeología en la que supuestamente no ha habido estudio, el profesor actúa 
al parecer como un sintetizador de conocimientos de la educación secundaria que da por 
conocido, está resumiendo o recobrando conocimientos que él cree que ya está dominado 
por los estudiantes, como son las propiedades de la adición y multiplicación de los números 
reales, resolución de ecuaciones de primer y segundo grado y demostración de teoremas. 
CONCLUSIONES: 
1) La clase fue eminentemente discursiva, con la participación oral cas1 nula de los 
estudiantes. 
2) Se manifiesta varias veces el efecto topaze, para que emeija la respuesta correcta: 
P: A que es esto igual ¿jóvenes, a una diferencia de ... ?.A: Cuadrados. 
P: Estamos viendo que cambiando el orden encontramos dos e dife ... ?. A: 
Diferentes 
P. Estaría definido la sustracción en los naturales para números, el minuendo es 
mayor o igual que el sristra ... ". A: endo 
3) Los alumnos no escribieron ningún ejemplo en la pizarra, el profesor fue el actor 
principal del proceso de estudio. 
4) Se propusieron ejercicios para ser resueltos como tarea para sus casas, de la separata. 
5) No hubo representación en la recta numérica de ningún conjunto numérico, tampoco se 
uso la representación geométrica. 
6) No utiliza la técnica de aproximación ya que no hay un tratamiento numérico por medio 
de su representación decimal. 
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7) No existe ninguna referencia a los decimales infinitos no periódicos "arbitrarios", como 
o, 1 o 11 o 111 o 1111 o 11111 o 111111 o .... 
8) El profesor pretende una aparente formalización de la matemática: 
Enunciando la importancia de las. _estructuras algebraicas, como leyes de 
composición interna: parcial y totalmente definidas, estructura de grupo, anillo, 
cuerpos y campos, que son temas que se estudian según él en un curso de 
análisis. 
Priorizando el uso del lenguaje simbólico y lógico conjuntista, la excesiva 
importancia que se da a "la" demostración de teoremas y corolarios. 
9) Si bien recomienda el uso de la calculadora, no delimita su utilidad ni alerta de sus 
consecuencias. 
1 O) El profesor no utiliza una separata en todo el desarrollo de las clases. 






[(a.,b),(c,d)] ~(a+ e, b + d) 
a*(b #e)= (a*b) #(a.*c) 
(a # b) *' e = (a * e) # (b * e) 
Ejercicio 1: En N se define una 
operación O 
aDb=(a+b) (a-b),Va,br=N 
Verificar que cumple: 
- es asociativa? 
- El operador O tiene elemento 
neutro? 
- El operador O tiene simétrico? 
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COMENTARIO 
El · profesor utiliza corchetes en lugar de 
paréntesis. 
El profesor quiere dar a entender que 
es la escritura de: "un par de números 
enteros", "tres números reales", pero la 
representación simbólica no es correcta, sería 
un OBSTÁCULO DIDÁCTICO, en la 
entrevista el profesor se ratifica en la 
representación simbólica. 
¿Por qué hacer las dos distributivas, por la 
izquierda y por la derecha? Sería suficiente la 
primera y luego utilizar la conmutatividad. 
OBSTÁCULO EPISTEMOLÓGICO 
y DIDÁCTICO. 
¿Es el operador, el que tiene el 
elemento neutro? 
El conjunto N, es el que tiene un 
elemento neutro: 3 e E N; V a E N. 
Igualmente al preguntar: 
El operador O tiene simétrico? 








P: "Vamos a ver, si esto cumple, esta 
propiedad o esta ley asociativa a ver, ... " 
P: " ... ,y a esto también lo llamamos 
luego cuerpo o también conocido como 
anillo ¿ya?" 
P: "Por un método del absurdo se prueba 
que raíz cuadrada de dos no es racional" 
Se menciOnan números algebraicos y 
trascendentes: -rr = 3,1415 .... e = 2,82 ... 
' pero no los decimales arbitrarios: 
0,101101110 .... 
¿Qué significan los tres puntos 
l 
suspensivos? ; = O, 33 3 ... 
-~. 
n: = 3,1415 ... e = 2,82 ... 
0,101101110 .... 
P: " ... , para cualquier x que pertenece a 
R existe vamos a llamar un x a la menos 
uno que también es real, ... ". 
Confusión entre los conceptos de 
"propiedad" y "ley". 
OBSTÁCULO EPISTEMOLÓGICO 
Y DIDÁCTICO 
Imprecisión en el uso de los conceptos 
de "Cuerpo" y "Anillo". 
OBSTÁCULO EPISTEMOLÓGICO 
Y DIDÁCTICO 
Empleo implícito y oral del método 
por reducción al absurdo. 
OBSTÁCULO ONTOGENÉTICO Y 
DIDÁCTICO. 
Este vacío dificulta la comprensión del 
conjunto de números irracionales, de 
vital importancia para la definición y 




Este es un OBSTACULO 
EPISTEMOLÓGICO, relacionado con 
el concepto de límite y convergencia, 
saberes que no están al alcance de los 
estudiantes. 
Confusión del elemento opuesto, con 
el inverso aditivo, explícitamente en el 
párrafo y porque x no debe ser cero. 
OBSTÁCULO ONTOGENÉTICO Y 
DIDÁCTICO. 
P: " ... , que la diferencia es un caso Confusión entre adición y suma 
particular de la adición, se presenta 
10 como una adición el minuendo sumado el OBSTÁCULO ONTOGENÉTICO Y 
opuesto del sustraendo, ... " DIDÁCTICO. 
Defme (R, +, ·) como un cuerpo El docente no explica porqué el 




Convenio: a 0 = 1, a =F O No precisa el concepto de convenio. 
OBSTÁCULO DIDÁCTICO. 
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.; .. _ ...... 
Teorema 12.- No demuestra el teorema. 
Si ,a ;: .o J e~:r.D~H:~Sl rt.r= + ~x + .e: = ·O OBSTÁCULO DIDÁCTICO. 
13 tiene por solución 





Corolario 2.- Sean rpr2 ER dos raíces Resalta la importancia de un corolario, 
de la ecuación cuadrática: pero no lo demuestra. 
14 ax 2 + bx+ e= O entonces se cumple: 
i) r ...L 
-b 
r.,. -- OBSTÁCULO DIDÁCTICO. 1 ' .. a 





VI.- LA ORGANIZACIÓN DIDÁCTICA DEL PROFESOR OBSERVADO. 
6.1 LA ORGANIZACIÓN DIDÁCTICA EFECTIVAMENTE CONSTRUIDA Y 
FORMULACIÓN DE CONJETURAS. 
El análisis a priori de la organización didáctica, se ha realizado en base a las 
dificultades señaladas en la problemática de investigación, como son aquellas ligadas a la 
complejidad matemática de los objetos básicos del campo conceptual de número real, 
dificultades ligadas a la conceptualización de la noción de número decimal infinito 
periódico y decimal infmito no periódico y las ligadas a la necesaria ruptura con modos de 
pensamientos característicos del funcionamiento algebraico; todas estas dificultades 
relacionadas con la organización matemática efectivamente construida por el profesor en el 
aula estudiada en el capítulo anterior, nos ha permitido formular las siguientes conjeturas 
con el fm de obtener información acerca de la tecnología didáctica del profesor: 
cf : Los profesores no reconocerán diferencias entre ser la representación decimal de un 
número y ser un número decimal. 
Cf : Los docentes no plantearán una situación problemática numérica, algebraica ni 
geométrica, donde el número irracional aparezca como una herramienta que permita 
resolver ese problema. 
Cf : Los profesores tendrán una concepción más algebraica que trascendente de los 
números irracionales. 
ct : Los profesores poseerán inconsistencias matemáticas acerca de la "completitud" del 
sistema de números reales. 
cff: Los profesores evitarán tratar el objeto "límite" e"infinito" en los decimales 
periódicos y los decimales no periódicos. 
cg: Los profesores no emplearán materiales educativos significativ~s en la enseñanza de 
los números irracionales. 
c1 : La reconstrucción de la organización matemática ser& realizada, en gran parte, en base 
a la experiencia de los docentes y no en el trabajo conjunto con sus colegas y del 
estudio y análisis de los programas oficiales. 
ct : Los profesores, privilegiarán la interrogación oral para provocar la participación de los 
estudiantes en la reconstrucción de la organización matemática en el aula. 
ct: Los profesores recurrirán, principalmente, al método discursivo y explicativo para la 
comprensión de los conceptos, técnicas, tecnología y teorías al dirigir la 
reconstrucción de la organización matemática en el aula. 
cfo : Los profesores no considerarán las necesidades reales de los estudiantes, cuando 
planifican y gestionan el proceso de estudio. 
cf1 : Los criterios e instrumentos de evaluación se orientarán, en gran medida, a detectar 
errores y confusiones de los estudiantes. 
6.2 LA TECNOLOGÍA DIDÁCTICA DEL PROFESOR: LA ENCUESTA Y LA 
ENTREVISTA 
Se elaboró y aplicó una encuesta al profesor de educación superior, para confirmar, entre 
otras cosas las conjeturas plantadas en 6.1 (Ver Anexo A) 
Además se elaboró y aplicó una entrevista al mismo docente, la entrevista completa se 
adjunta en el Anexo B. La encuesta considera las siguientes dimensiones, indicadores e 
ítems: 
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Dimensiones1 que recubren la TECNOLOGÍA DIDÁCTICA del profesor y que son 
considerados en la entrevista del profesor, la transcripción textual se adjunta en el Anexo C, 
estas son: 
I. Relación del profesor con-la organización matemática de los números reales. 
II. Relación del profesor con la enseñanza de la organización matemática de los 
números reales. 
III. Preparación para la enseñanza: Concepción, planificación y organización del 
proceso de enseñanza de los números reales. 
IV. La gestión y dirección de los momentos de estudio. 
DEFINICIÓN DE INDICADORES DE CADA UNA DE LAS DIMENSIONES: 
1) Para la DIMENSIÓN I: Relación del profesor con la organización 
matemática de los números reales: Objeto de saber. 
El sentido matemático de la organización matemática. 
El origen histórico de la organización. 
La importancia de la organización matemática. 
Los tipos de problemas importantes. 
Los tipos de técnicas y dificultades. 
Los elementos tecnológicos y teóricos destacados. 
La relación con otras organizaciones matemáticas. 
2) Para la DIMENSIÓN II: Relación del profesor con la enseñanza de la 
organización matemática de los números reales: Objeto de enseñanza. 
1 Dimensiones didácticas, tomadas de la tesis doctoral de Espinoza (1997). 
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2.1 A nivel institucional. 
La situación de la organización matemática dentro del currículum. 
La relación con otras organizaciones matemáticas del cuniculum. 
La presencia de la organización matemática en la cultura. 
Tiempo para su estudio. 
El papel que juega la teoría matemática. 
Tipo de enseñanza más efectiva. 
2.2. A nivel de sistema didáctico. 
Dificultades de los alumnos en el estudio de la organización matemática. 
Las estrategias didácticas más efectivas. 
La actividad matemática que los alumnos han aprendido hasta antes de 
estudiar la organización matemática. 
La reflexión, análisis y valoración sobre su práctica docente puntual. 
3) Para la DIMENSIÓN 111: Preparación par~ la enseñanza: Concepción, 
planificación y organización del proceso de enseñanza de los números reales 
realizado por el profesor. 
Elección de los libros de texto y materiales de apoyo. 
Concepción y elaboración de técnicas didácticas para el estudio. 
U sos de medios para la enseñanza. 
Tipo de planificación: Diaria, semanal, anual. 
Tipo y cantidad de pruebas. 
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Peso de la experiencia para decidir cuestiones del estudio. 
Sentido de la organización matemática objeto de estudio matemático. 
Objetivos de enseñanza en relación al currículum. 
4) Para la DIMENSIÓN IV: La gestión y dirección de los momentos de 
estudio. 
Momento del primer encuentro: 
Presentación de los puntos iniciales. 
Presentación del sentido del estudio. 
Momento exploratorio: 
Importancia de la exploración de problemas. 
Importancia de que los problemas son estudiables por los alumnos. 
Momento del trabajo de la técnica: 
Importancia del trabajo técnico. 
Momento tecnológico teórico: 
Influencia de los alumnos en el tratamiento de la teoría. 
Importancia de la teoría. 
Momento de Institucionalización: 
Formas de realizar la institucionalización. 
Participación del alumno. 
Importancia de la institucionalización en relación a la evaluación. 
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Momento de evaluación: 
Importancia de la dimensión personal de la evaluación. 
Importancia de la dimensión matemática de la evaluación. 
Criterios para hacer las pruebas. 
Valoraciones de la evaluación. 
NÚMEROS DE ITEMS DE LA ENCUESTA AL PROFESO~ EN RELACIÓN 
CON LAS DIMENSIONES E INDICADORES: 
DIMENSION CRITERIO ITEMS 
I El sentido matemático de la organización 01, 02, 03, 04, 
Relación del matemática. 05, 06, 07, 08 
profesor con la El origen histórico de la organización y09 
organización La importancia de la organización matemática 
matemática de los Los tipos de problemas impmiantes 
números reales: Los tipos de técnicas y dificultades 
OBJETO DE Los elementos tecnológicos y teóricos destacados 
SABER La relación con otras organizaciones 
matemáticas. 
[[ 2.1 A nivel institucional. 
La situación de la organización matemática 
Relación del dentro del cuniculum 
profesor con la La relación con otras organizaciones matemáticas 
enseñanza de la del currículum 
organización La presencia de la organización matemática en la 
matemática de los cultura 
números reales: Tiempo para su estudio 
El papel que juega la teoría matemática 
OBJETO DE Tipo de enseñanza más efectiva 
ENSEÑANZA 2.2 A nivel de sistema didáctico. 
Dificultades de los alumnos en el estudio de la 
organización matemática 
Las estrategias didácticas más efectivas 10 y 11 
La actividad matemática que los alumnos han 
aprendido hasta antes de estudiar la organización 
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matemática 
La reflexión, análisis y valoración sobre su 
práctica docente puntual. 
III Elección de los libros de texto y materiales de 12,13 y 14 
Preparación para apoyo. 
la enseñanza: Concepción y elaboración de técnicas didácticas 
Concepción, para el estudio. 
planificación y Usos de medios para la enseñanza. 
organización del Tipo de planificación: Diaria, semanal, anual. 
proceso de Tipo y cantidad de pruebas. 
enseñanza de los Peso de la experiencia para decidir cuestiones del 
números reales estudio. 
realizado por el Sentido de la organización matemática objeto de 
profesor. estudio matemático. 
Objetivos de enseñanza en relación al currículum. 
IV Momento del primer encuentro: 
Presentación de los puntos iniciales; 15, 16, 17, 18, 
La gestión y Presentación del sentido del estudio; 19, 21, 22 y 
dirección de los Momento exploratorio: 23 
momentos de Importancia de la exploración de problemas; 
estudio. Importancia de que los problemas son estudiables 
por los alumnos; 
Momento del trabajo de la técnica: 
Importancia del trabajo técnico; 
Momento tecnológico teórico: 
Influencia de los alumnos en el tratamiento de la 
teoría 
Importancia de la teoría 
Momento de Institucionalización: 
Formas de realizar la institucionalización; 
Participación del alumno; 
Importancia de la institucionalización en relación 
a la evaluación 
Momento de evaluación: 
Importancia de la dimensión personal de la 
evaluación 
Importancia de la dimensión matemática de la 
evaluación; 
Criterios para hacer las pruebas; 
Valoraciones de la evaluación; 
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La encuesta aplicada al docente de Educación Superior, verifican LA MAYO RÍA 
DE las 11 conjeturas planteadas, ver Anexo A. 
Estas conjeturas se precisan y contrastan con los resultados de la entrevista al 
mismo docente de Educación Superior,- ver Anexo C. 
A fin de afinar dichas conjeturas se amplía la aplicación de la encuesta a 10 
docentes de matemática, 05 de Educación Secundaria y 05 de Educación Superior. 
_6.3 ANÁLISIS DE LAS ENCUESTAS DOCENTES Y VERIFICACIÓN DE 
CONJETURAS. 
Las encuestas, fueron realizadas a 5 docentes de Educación Secundaria (DSEC) de la 
especialidad de Matemática de los planteles de aplicación de la UNE y a 5 docentes del 
Departamento Académico de Matemática e Informática, de la Facultad de Ciencias de la 
UNE (DSUP) que han enseñado Matemática Básica y/o cursos de Álgebra; todas las 
encuestas se aplicaron a fmes del periodo lectivo 2010 II. 
DIMENSIÓN I: Relación del profesor con la organización matemática de los números 
reales: Objeto de saber. 
cf : Los profesores no reconocen diferencias entre ser la representación decimal de un 
número y ser un número decimal. 
1) ¿Qué es un número decimal? 
RESPUESTAS DSEC DSUP 
a) Es el número expresado en el ·sistema de 5 
numeración de base 1 O, que consta de dos partes: (100%) 
parte entera y parte decimal. 
b) Es una expresión de la forma z ,d1 d 2 d3 d4 ... 5 
donde zEZ y (100%) 
d¡E{0,1,2,3,4,5,6, 7,8,9} 
e) Es el cociente entre dos números, cuyo 
denominador es diferente de cero. 
d) Es un concepto nó definido. 
e) Otro. Especificar .............................................. 
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COMENTARIO: El lOO% de docentes del nivel secundario y superior, relacionan la 
definición o el concepto de un número decimal con su "expresión". Además, los 
docentes del nivel secundario prefieren una representación en lenguaje natural y. los 
docentes del nivel ·superior un lenguaje simbólico y conjuntista. Por lo que se 
corrobora la conjetura. 
Cf: Los docentes no plantean una situación problemática numérica, algebraica ni 
geométrica, donde el número irracional aparezca como una herramienta que permita 
resolver ese problema. 
2) ¿Por qué es importante estudiar el conjunto de números irracionales, en la 
asignatura de matemática? 
RESPUESTAS DSEC DSUP 
a) No tiene tanto uso para la vida práctica de los 
alumnos. 
b) No sería completo el estudio de los números 1 
reales. (20%) 
e) Para resolver problemas que no son posibles 3 5 
resolverlos mediante los números racionales. (60%) (100%) 
d) Para el estudio de raíces inexactas de números 1 
enteros. (20%) 
e) Otro. Especificar .............................................. 
COMENTARIO: La mayoría de los docentes de ambos niveles educativos, 
reconocen la utilidad de plantear problemas que no se resuelvan mediante los 
números racionales, pero en la práctica no priorizarian esta necesidad. El 100% de 
los docentes de educación superior opinan la necesidad de plantear problemas, por 
lo que no se corrobora esta conjetura. 
3) ¿Qué problema plantearía usted para ser resuelto mediante los irracionales? 
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RESPUESTAS DSEC DSUP 
a) Problemas de representación en la recta numérica. 1 
(20%) 
b) Problemas para hallar la diagonal o el lado de un 1 4 
cuadrado. (20%) (80%) 
e) Problemas sobre aproximaciones y áreas. 1 
(20%) 
d) Problemas referidos a radicales u operaciones con 3 
radicales. (60%) 
e) Otro. Especificar .............................................. 
COMENTARIO: La mayoría de los docentes (80%) de educación supenor, 
reconocen la utilidad de plantear problemas para hallar la diagonal o el lado de un 
cuadrado; la mayoría de docentes de educación secundaria (60%) plantearían 
problemas referidos a radicales u operaciones con radicales. Sólo el 20% de 
docentes de educación superior plantearían problemas sobre aproximaciones y 
áreas. Por lo que se corrobora la conjetura. 
cf : Los profesores tienen una concepción más algebraica que trascendente de los números 
irracionales. 
4) ¿Q1llé es un número irracional, desde el punto de vista matemático? 
RESPUESTAS DSEC DSUP 
a) Es un número que no tiene raíz exacta. 1 
(20%) 
b) Es un número decimal que no puede expresarse 1 
como una fracción. (20%) 
e) Es una clase de equivalencia de una sucesión de 1 2 
Cauchy de números racionales que no es (20%) (40%) 
convergente en Q. 
d) Es un número que es real y que no es racional. 2 3 
(40%) (60%) 
e) Otro. Especificar .............................................. 
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COl\.1ENTARIO: La mayoría de los docentes de ambos niveles educativos, definen 
un número irracional como un número que es real y que no es racional, por lo que se 
corrobora esta conjetura. 
5) ¿Por qué se realiza el producto de números irracionales mediante radicales y 
no con las aproximaciones decimales? 
RESPUESTAS DSEC DSUP 
a) Porque es más exacto, raíz cuadrada de dos es 
.J2 y no 1,4142 .. 
b) Porque· ya conocen las propiedades de radicación. 
e) Porque se estaría trabajando con números 3 4 
racionales y no con irracionales. (60%) (80%) 
d) Y o realizo el producto de números irracionales 2 
mediante las aproximaciones decimales, porque (40%) 
-Ji no se encuentra en la realidad. 
e) Otro. Especificar ..... rr.e 1 
(20%) 
COl\.1ENTARIO: La mayoría de los docentes de ambos niveles educativos, realizan 
el producto de números irracionales mediante radicales y no con las aproximaciones 
decimales, porque se estaría trabajando con números racionales y no con 
irracionales. Por lo que se corrobora esta conjetura. 
ct : Los profesores poseerán inconsistencias matemáticas acerca de la "completitud" del 
sistema de números reales. 
6) ¿Qué significa la "Completitud" del sistema de números reales? 
204 
RESPUESTAS 
a) Que: I=R-Q 
b) Que el conjunto de los números irracionales es el 
complemento de los números racionales. 
e) Que a todo punto de la recta le corresponde un 
número real único. 
d) Significa que toda sucesión de Cauchy de 
números racionales es convergente en los 
números reales. 
e) Que todo subconjunto no vació y acotado 
superiormente de números reales posee un 
supremo. 
f) Que se cumple la propiedad de densidad de los 
números reales. 













COMENTARIO: La mayoría de los docentes de educación secundaria (80%) 
opinan que la "Completitud" del sistema de números reales significa que: el 
conjunto de los números irracionales es el complemento de los números racionales o 
que a todo punto de la recta le corresponde un número real único. Por lo que se 
corrobora la conjetura. 
La mayoría de los docentes de educación supenor ( 60%) opman que la 
"Completitud" del sistema de números reales significa que todo subconjunto no 
vació y acotado superiormente de números reales posee 1m supremo. Por lo que no 
se corrobora la conjetura. 
7) ¿Está usted de acuerdo con la siguiente representación gráfica del sistema de 
números reales? ¿por qué? 
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R 








RESPUESTAS DSEC DSUP 
a) Sí, porque grafica que: R = Q U 1 2 
(40%) 
b) Sí, porque representa que: Q n I = <I> 
e) Sí, porque es la representación correcta mediante 3 
los diagramas de Venn. (60%) 
d) Sí, porque es una forma didáctica para que el 1 
alumno pueda comprender. (20%) 
e) No, porque Qul::P.R. 2 
(40%) 
f) No, desde el punto de vista matemático, Sí, desde 
el punto de vista de la operatividad. 
g) Otro. Especificar: ................................ 2 
(40%) 
COMENTARIO: El (100%) de los docentes de educación secundaria opinan que la 
representación gráfica del sistema de números reales es correcta, asimismo, la 
mayoría de los docentes de educación superior (80%) opinan que la representación 
gráfica no es correcta y añaden la justificación de que "Da la idea falsa de que hay 
más racionales que irracionales". Por lo que se corrobora la conjetura. 
cff: Los profesores evitan tratar el objeto "límite" e"infinito" en los decimales periódicos 
y los decimales no periódicos. 
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8) Cuando 0,3333 ••. se lee: "cero coma tres, tres, tres, tres, en forma indefinida'' 
¿Cuál es el significado o sentido que le da.al término indefinida? 
RESPUESTAS DSEC DSUP 
a) Que es decimal periódico puro. 1 4 
(20%) (80o/l!}_ 
b) Que tres se repite indefmidamente. 3 1 
J60%) (20%) 
e) Que los decimales continúan, siguen. 
d) Se va a repetir infmitas veces. 1 
(20%) 




f) Otro. Especificar: ................................ 
COMENTARIO: El (100%) de los docentes de educación secundaria y de 
educación superior opinan que el significado o sentido que le da al término 
indefinida, es de un decimal periódico puro o que tres se repiten indefmidamente. 
Por lo que se corrobora la conjetura. 
9) Cuando se escribe 1,4142135... ¿Qué da a entender estos tres puntos 
suspensivos? 
RESPUESTAS DSEC DSUP 
a) Que no hay cifras periódicas. 
b) Que no se queda, continúa infmitos números nunca 1 1 
va a ser exacto. (20%) (20%) 
e) Que nunca habrá tramos de cifras que se van a 
repetir. 
d) Que 4 
Lim (1,4142 ... ) = Lim ( 1;1,4;1,41;1,414;1,4142; ... )=.fi (80%) 2 
n-too n-too (40%) 
Es decir: 
,f_!fJ)an)=fi; con: a1 =I;a2 =1,4; a3 =1,41; a4 = ... 
e) Que el decimal no es periódico. 2 (40o/~ 
f) Que continúan números diferentes indefinidamente. 
g) Otro. Especificar: ................................ 
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CO:MENTARJO: La mayoria de los docentes de ambos niveles educativos, dan a 
entender que los tres puntos suspensivos en un decimal no periódico 1,4142135 ... , 
significa que: 
Lim (1,4142 ... )= Lim (1;1,4;1,41;1,414;1,4142; ... )=fi Es decir: 
n~oo n~oo 
n~"J:)an)=fi; con: a1 =l;a2 =1,4; a3 =1,41; a4 = ... 
Por lo que esta conjetura no se corrobora. 
DIMENSIÓN 11: Relación del profesor con la enseñanza de la organización 
matemática de los números reales: Objeto de enseñanza. 
e% : Los profesores no emplean materiales educativos significativos en la enseñanza de los 
números irracionales. 
10) ¿Qué material de apoyo utiliza en el desarrollo de los números irracionales? 
Escribe en los paréntesis, los números 1, 2, y 3 en orden de prioridad: 
RESPUESTAS DSEC DSUP 
a) Papelógrafo. 3 
(60%) 
b) Separatas. 
e) Hojas de práctica. 
d) Calculadora. 
e) Situación problemática o didáctica. 5 
(100%) 
f) Plumones y pizarra acrilica. 2 
(40%) 
g) Otro. Especificar: ................................ 
CO:MENTARJO: El (100%) de los docentes de educación secundaria opinan que el 
material de apoyo que utilizan en el desarrollo de los números irracionales no es una 
situación problemática o didáctica, por el contrario, la totalidad de los docentes de 
educación superior opinan que el material de apoyo que utilizan en el desarrollo de 
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los números irracionales es una situación problemática o didáctica. Por lo que se 
corrobora la conjetura en el nivel de educación secundaria. 
11) ¿Por qué no utiliza la calculadora en la enseñanza de los números reales? 
RESPUESTAS DSEC DSUP 
a) Por que los alumnos deben ejercitar sus mentes. 2 1 
(40%) (20%) 
b) Porque deben saber realizar operaciones manuales 1 
pequeñas, como sacar la raíz cuadrada de tres. (20%) 
e) Porque se olvidarian de sacar la raíz cuadrada. 2 
(40%) 
d) Porque cuando va a postular a la universidad no 
está permitido utilizar la calculadora. 
e) Si utilizo la calculadora en la enseñanza de los 1 1 
irracionales. (20%) (20%) 
f) Otro. Especificar: ................................ 2 
(40%) 
COMENTARIO: Sólo el20% de los docentes de educación secundaria y el20% de 
docentes de educación superior opinan que utilizan la calculadora en la enseñanza 
de los irracionales. Además, docentes de educación superior afirman que: ''No hay 
calculadoras en el aula de matemáticas". Por lo que se corrobora la conjetura. 
DIMENSIÓN III: Preparación para la enseñanza: Concepción. Planificación y 
organización del proceso de enseñanza de los números reales realizado por el 
profesor. 
C~ : La reconstrucción de la organización matemática es realizada, en gran parte, en base a 
la experiencia de los docentes y no en el trabajo conjunto con sus colegas y del 
estudio y análisis de los programas oficiales. 
12) Cuándo usted prepara sus clases ¿qué tiene en cuenta para organizar la 
secuencia de enseñanza de los números reales? 
Escribe en los paréntesis, los números 1, 2, y 3 en orden de prioridad: 
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RESPUESTAS DSEC DSUP 
a) Un plan de lección. 3 (60%) 
b) Un cuaderno de apuntes. 2 (40%) 
e) Un texto escolar. 1 (20%) 
d) Conocimientos de educación superior. 3 (60%) 
e) Conocimientos previos. 1 (20%) 
f} La experiencia de los años. 
g) Otro. Especificar: ................................ 
COMENTARIO: El 100% de docentes de ambos niveles educativos, cuando 
preparan sus clases, tienen en cuenta para organizar la secuencia de enseñanza de 
los números reales, diversos aspectos, pero no la experiencia de los años. La 
mayoría un plan de lección en la educación secundaria y los conocimientos en la 
educación superior. Por lo que no se corrobora esta conjetura. 
13) ¿Cómo usted previene que los ejemplos numéricos que van dándose en la clase 
sean los adecuados para el mejor desarrollo de la clase? 
Escribe en los paréntesis, los números 1, 2, y 3 en orden de prioridad: 
RESPUESTAS DSEC DSUP 
a) Es cuestión de la experiencia de los años. 3 (60%) 
b) De acuerdo al nivel primario o secundario. 2 (40%) 4 (80%) 
e) Se tiene en cuenta la edad de los estudiantes. 
d) De acuerdo al grado de dificultad. 1 (20%) 
e) Otro. Especificar: ................................ 
COMENTARIO: El (100%) de los docentes de educación superior opinan que los 
ejemplos numéricos que van dándose para el mejor desarrollo de la clase, no es 
cuestión de la experiencia de los años, por el contrario, el 60% de los docentes de 
educación secundaria opinan que los ejemplos numéricos que van dándose para el 
mejor desarrollo de la clase, es cuestión de la experiencia de los años. Por lo que se 
corrobora la conjetura en el nivel de educación secundaria. 
14) ¿Cómo lleva el control del tiempo que usted dedica a cada aspecto del tema de 
los números reales? 
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RESPUESTAS DSEC DSUP 
a) Se maneja por la experiencia. 1 1 
(20%) (20%) 
b) Se calcula casi por instinto. 
e) Se da un tiempo prudencial, promedio, no va a ser 1 4 
exacto. (20%) (80%) 
d) Depende del estudiantado, si son eficientes y 3 
captan rápido entonces nos sobra tiempo, si no, (60%) 
nos va a faltar tiempo. 
e) Otro. Especificar: ................................ 
COMENTARIO: Sólo el20% de los docentes de educación secundaria y el20% de 
docentes de educación superior opinan, que se maneja.i:t por la experiencia, al llevar 
el contrÓl del tiempo que dedica a cada aspecto del tema de los números reales. Por 
lo que no se corrobora la conjetura. 
DIMENSIÓN IV: La gestión y dirección de los momentos de estudio. 
cf : Los profesores, privilegiarán la interrogación oral para provocar la participación de los 
estudiantes en la reconstrucción de la organización matemática en el aula. 
15) ¿Por qué emplea usted la estrategia didáctica de hacer preguntas a los alumnos 
durante el desarrollo de la clase? 
RESPUESTAS DSEC DSUP 
a) Para comprobar si el alumno ha asimilado. 1 
(20%) 
b) Para comprobar si el alumno está atento al 2 
desarrollo de la clase. (40%) 
e) P~a comprobar si alguno de los alumnos presenta 2 1 
dificultades. (40%) (20%) 
d) Para motivar a los estudiantes. 1 
. ~· (20%) 
e) }>ara colocar al estudiante ante un conflicto 3 
co2nitivo. (60%). 
f) Otro. Especificar: ................................ 
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COMENTARIO: El (100%) de los docentes de educación secundaria opinan que 
emplean la estrategia didáctica de hacer preguntas a los alu~os durante el 
desarrollo de la clase, para comprobar si el alumno ha asimilado, está atento en la 
clase, o para comprobar si alguno de los alumnos presenta dificultades. Por lo que se 
corrobora la conjetura en el nivel de educación secundaria. 
La mayoría de docentes de educación superior ( 60%) opinan que emplean la 
estrategia didáctica de hacer preguntas a los alumnos durante el desarrollo de la 
clase, para colocar al estudiante ante un conflicto cognitivo. Por lo que no se 
corrobora la conjetura en el nivel de educación superior. 
16) ¿Qué importancia le asigna al trabajo mental de los alumnos cuando usted 
dicta su clase? 
RESPUESTAS DSEC DSUP 
a) En el desarrollo de ejercicios. 1 (20%) 
b) Participando en la pizarra. 2 1 
(40%) _{20%) 
e) Realizando operaciones pequeñas. 1 1 
(20%) (20%) 
d) No es muy importante es parte de su 
aprendizaje. 
e) Por la edad que tienen no se puede profundizar 
en el razonamiento. 
f) Para la justificación y argumentación de sus 1 3 
acciones. (20%) (60%) 
g) Otro. Especificar: ................................ 
COMENTARIO: El (100%) de los docentes de educación secundaria opinan que es 
importante el trabajo mental de los alumnos en el desarrollo de ejercicios, la 
participación en la pizarra y la realización de operaciones pequeñas. Por lo que se 
corrobora la conjetura en el nivel de educación secundaria. 
212 
La mayoria de docentes de educación superior ( 60%) opinan que es importante el 
trabajo mental de los alumnos para la justificación y argumentación de sus acciones. 
Por lo que no se corrobora la conjetura en el nivel de educación superior. 
ct: Los profesores recurrirán, principalmente, al método discursivo y explicativo para la 
comprensión de los conceptos, técnicas, tecnología y teorias al dirigir la 
reconstrucción de la organización matemática en el aula. 
17) ¿Por qué cree que los alumnos no entienden lo que es un número irracional? 
RESPUESTAS DSEC DSUP 
a) Porque no aprendieron bien la clase. 1 
(20%) 
b) Porque no se le explicó bien. 1 
(20%) 
e) No entendieron bien que cosa es un irracional, un 1 1 
racional y un decimal. (20%) (20%) 
d) Porque no sabe diferenciar entre un decimal infinito 1 
periódico y un decimal infinito no periódico. (20%) 
e) Porque su memoria está en blanco. 
f) Porque no realizaron acciones con números 2 
irracionales. (40%) 
g) Otro. Especificar: ................................ 3 
(60%) 
COMENTARIO: La mayoria de los docentes de educación secundaria (60%) 
opinan que los alumnos no entienden lo que es un número ·irracional, porque no 
entienden bien, porque no entendieron que es un número racional, irracional y 
decimal, o porque no saben diferenciar entre un decimal infinito periódico y un 
decimal inímito no periódico. Asimismo, la mayoria de docentes de educación 
superior (60%) opinan que los alumnos no entienden lo que es un número irracional, 
porque: "La idea de límite no se trabaja previamente". Por lo que se corrobora la 
conjetura en el nivel de educación secundaria y superior. 
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18) ¿Cómo se podría mostrar la potencia del lenguaje matemático a los alumnos y 
a la vez crear un ambiente de comunicación real entre el profesor y los 
alumnos? 
RESPUESTAS DSEC DSUP 
a) Utilizando el lenguaje matemático a diario. 3 1 
(60%) (20%) 
b) Teniendo cuidado que el alumno pueda entender 2 
este lenguaje. __(40o/'!l 
e) Utilizando palabras sencillas que el alumno usa a 1 
diario. (20o/l!) 
d) No exagerando con ejemplos familiares muy 
caseros. 
e) Depende del maestro, todo radica en el maestro. 
f) Dando un espacio entre la argumentación del 3 
alumno y la institucionalización del profesor. (60%) 
g) Otro. Especificar: ................................ 
COMENTARIO: El (100%) de los docentes de educación secundaria opinan que se 
podría mostrar la potencia dellenguaj e matemático a los alumnos y a la vez crear un 
ambiente de comunicación real entre el profesor y los alumnos, utilizando el 
lenguaje matemático a diario o teniendo cuidado que el alumno pueda entender este 
lenguaje. Por lo que se corrobora la conjetura en el nivel de educación secundaria. 
La mayoria de docentes de educación superior (60%) opinan que se podria mostrar 
la potencia del lenguaje matemático a los alumnos y a la vez crear un ·ambiente de 
comunicación real entre el profesor y los alumnos, dando un espacio entre la 
argumentación del alumno y la institucionalización del profesor. Por lo que no 
se corrobora la conjetura en el nivel de educación superior. 
19) ¿Hasta qué punto el profesor debería tener la clase menos programada o 
piensa que es mejor improvisar en función de lo que hagan los alumnos? 
RESPUESTAS DSEC DSUP 
a) Debe preguntarse al alumno que es lo que desea 
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aprender. 
b) Los profesores debemos llevar el tema que se va a 1 2 
desarrollar. (20%) (40%) 
e) No se puede improvisar cuando no se tiene práctica 2 
profesional. (40%) 
d) Es cuestión de la experiencia del maestro. 
e) El profesor debe preparar una situación 2 3 
didáctica y practicar la devolución de la (40%) (60%) 
pregunta de los alumnos. 
f) Otro. Especificar: ................................ 
COMENTARIO: La mayoría de los docentes de ambos niveles educativos, opinan 
que no se puede improvisar y que deben preparar una situación didáctica y practicar 
la devolución de la pregunta de los alumnos Por lo que no se corrobora esta 
conjetura 
cfo : Los profesores no considerarán las necesidades reales de los estudiantes, cuando 
planifican y gestionan el proceso de estudio. 
20) ¿Qué opina de hacer no sólo una programación matemática sino una 
programación que tome en cuenta la necesidad del alumno? 
RESPUESTAS DSEC DSUP 
a) Se tiene que pensar en el tipo de sociedad en que 
estamos trabajando y en la manera en que el 
alumno puede contribuir a la sociedad en que vive. 
b) Ahora se elaboran los proyectos curriculares 1 1 
anuales según la necesidad del alumno, con los (20%) (20%) 
contenidos conceptuales, actitudinales y 
_p_rocedimentales. 
e) Que se debe tomar en cuenta las necesidades de los 2 1 
alumnos de gastos o compras con números (40%) (20%) 
decimales, que construyan un prisma o que recorte 
un cuadrado. 
d) El profesor se identifica con la clase social a la que 1 
pertenece el alumno, entonces se preparara mejor (20%) 
para enfrentar el reto de enseñar mejor para que 
ellos puedan servir mejor. 
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e) Deben experimentarse situaciones didácticas 1 3 
contextualizadas que consideren las necesidades (20%) (60%) 
de los alumnos. 
f) Otro. Especificar: ................................ 
COMENTARIO: Sólo el (20%) de los docentes de educación secundaria opinan que 
se considere no sólo una programación matemática sino una programación que tome 
en cuenta la necesidad del alumno, por lo que deben experimentarse situaciones 
didácticas contextualizadas. Por lo que se corrobora la conjetura en el nivel de 
educación secundaria. 
La mayoría de docentes de educación supenor (60%) opinan que deben 
experimentarse situaciones didácticas contextualizadas. Por lo que no se corrobora 
esta conjetura. 
21) Una vez finalizado el estudio de los números irracionales, ¿Qué cree usted que 
serán capaces de hacer? 
RESPUESTAS DSEC DSUP 
a) Las operaciones con números reales. 
b) Reconocer un número irracional y un número 1 
racional (20%) 
e) Diferenciar un número irracional de un número 1 1 
racional. (20%) (20%) 
d) Plantear ejemplos de números irracionales y 2 
números racionales. (40%) 
e) Operaciones con radicales. 1 3 
(20%) (60%) 
f) Entender la raíz cuadrada y la escritura de los 
números decimales. 
g) Resolver problemas que no pueden ser resueltos 1 
mediante los números racionales. (20%) 
h) Otro. Especificar: ................................ 
COMENTARIO: Sólo el (20%) de los docentes de educación secundaria opinan que 
los estudiantes serán capaces de resolver problemas que no pueden ser resueltos 
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mediante los números racionales y el 60% de docentes de educación superior 
prioriza las operaciones con radicales, el 100% no opina que el estudio de los 
irracionales los capacite para la resolución de problemas. Por lo que se corrobora 
esta conjetura, en ambos niveles educativos. 
C~ : Los criterios e instrumentos de evaluación se orientan, en gran medida, a detectar 
errores y confusiones de los estudiantes. 
22) Al preparar el examen, ¿Qué criterios de corrección utiliza? 
RESPUESTAS DSEC DSUP 
a) Las evaluaciones son para detectar los errores. 
b) En general, son para comprobar Sl se han 1 1 
confundido bastante y luego explicar de otra (20%) (20%) 
manera. 
e) Para comprobar si el alumno ha asimilado lo que 1 4 
hemos hecho en clase. (20%) (80%) 
d) Se tiene en cuenta el procedimiento así no haya 2 
llegado al resultado. (40%) 
e) Son pruebas objetivas con alternativas múltiples. 
f) Para verificar la comprensión y aplicación de 1 
sus conocimientos en otras situaciones (20%) 
didácticas. 
g) Otro. Especificar: ................................ 
COMENTARIO: Sólo el (20%) de los docentes de educación secundaria opinan que 
al preparar el examen, el criterio. de corrección utilizado es el verificar la 
comprensión y aplicación de sus conocimientos en otras situaciones didácticas y el 
80% de docentes de educación superior priorizan el comprobar si el alumno ha 
asimilado lo que se ha en clase, el 100% no opina que el verificar la comprensión y 
aplicación de sus conocimientos en otras situaciones didácticas sea un criterio para 
preparar el examen. Por lo que se corrobora esta conjetura, en ambos niveles 
educativos. 
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23) ¿Qué instrumento de evaluación utiliza para verificar el conocimiento que los 
alumnos han adquirido acerca de los números irracionales? 
Escribe en los paréntesis, los números 1, 2, y 3 en orden de prioridad: 
RESPUESTAS DSEC DSUP 
a) Pruebas objetivas escritas. 2 3 
(40%) (60%) 
b) Trabajos grupales. 1 
(20%) 
e) Trabajos de investigación. 2 
(40%) 
d) Preguntas orales. 1 
(20%) 
e) Autoevaluación y Coevaluación. 1 
(20%) 
f} Otro. Especificar: ................................ 
COMENTARlO: Sólo el (20%) de los docentes de educación secundaria opinan que 
instrumento de evaluación utiliza para verificar el conocimiento que los alumnos 
han adquirido acerca de los números irracionales, es la autoevaluación y la 
coevaluación y el 1 00% de docentes de educación superior utilizan las pruebas 
objetivas escritas o trabajos de investigación. Por lo que se corrobora esta conjetura, 
en ambos niveles educativos. 
6.4 SÍNTESIS DE RESULTADOS. 
El análisis a priori de la organización didáctica ha ratificado, mediante la encuesta 
realizada a los 5 docentes de Educación Secundaria (DSEC) de la especialidad de 
Matemática de los Planteles de Aplicación de la UNE y a 5 docentes del Departamento 
Académico de Matemática e Informática, de la Facultad de Ciencias de la UNE (DSUP), 
podemos resumir la verificación de las conjeturas, algunos aspectos relevantes: 
1) Los profesores encuestados no hacen distinción entre ser un número decimal y ser 
representación decimal, se consideran a todos simplemente como números 
decimales o representación decimal. Desde el punto de vista didáctico, es necesario 
mantener esta distinción, aunque en la esfera matemática todos la rechacen, ya que 
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para ellos los números reales y los decimales finitos o infinitos son términos 
equivalentes. 
2) Los docentes de ambos niveles opinan que es importante resolver problemas que no 
son posibles resolverlos mediante los números racionales, pero tienen dificultades 
en el tipo de problemas que plantearían en el aula. Sólo el 20% del nivel superior 
opina el plantear problemas sobre aproximaciones y áreas. 
3) Los profesores encuestados en ambos niveles tienen una concepción más algebraica 
que trascendente de los números reales, en el desarrollo de sus clases. 
4) Los profesores de educación secundaria poseen inconsistencias matemáticas acerca 
de la "completitud" del sistema de números reales. 
5) Los profesores evitan tratar el objeto "límite" e "infinito" en los decimales 
periódicos. Esto no es así al tratar los decimales no periódicos. 
6) Los profesores del nivel secundario no emplean materiales educativos significativos 
en la enseñanza de los números irracionales. Los profesores del nivel superior 
señalan que sí aplican situaciones problemáticas. 
7) La reconstrucción de la organización matemática, referida a que los ejemplos 
numéricos que van dándose en la clase sean los adecuados para el mejor desarrollo 
de la clase, se dan en base a la experiencia de los docentes de educación secundaria 
y no en el trabajo conjunto con sus colegas y del estudio y análisis de los textos 
escolares y programas oficiales. 
8) Los profesores de educación secundaria, en mayor porcentaje que los del nivel 
superior, privilegian la interrogación oral, recurren principalmente al método 
discursivo y explicativo para la comprensión de los conceptos, las técnicas, la 
tecnología y las teorías al dirigir la reconstrucción de la organización matemática en 
el aula. 
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9) Los docentes de ambos niveles educativos no consideran las necesidades reales de 
los estudiantes cuando planifican y gestionan el proceso de estudio. 
1 O) Los criterios e instrumentos de evaluación de los docentes de ambos niveles 
educativos se orientan, en gran medida, para verificar la comprensión. y aplicación 
de sus conocimientos en otras situaciones didácticas y para verificar el 
conocimiento que los alumnos han adquirido acerca de los números irracionales. No 
aplican la autoevaluación y la coevaluación. 
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CAPÍTULO VII: CONCLUSIONES GENERALES Y PROYECCIONES DEL 
TRABAJO. 
CONCLUSIONES GENERALES: 
l. La organización matemática escolar propuesta en el texto escolar de Matemática 
del segundo grado distribuido por el Ministerio de Educación estudia los números 
reales mediante la aproximación al décimo, centésimo y al milésimo de expresiones 
decimales de raíces inexactas, luego solicita el buscar información del número 1t 
(pi) y <1> (Número de oro). Está centrado en tres tareas sobre resolución de 
ecuaciones que no considera números irracionales y prioriza la aplicación de las 
propiedades del "inverso aditivo" y el "inverso multiplicativo". 
Es una praxeología muy poco elaborada. El estudio de los números irracionales se 
reduce a la problemática de la escritura de dichos números; esto es del cómo se 
representa. Hay una preocupación por el símbolo, pero no por el significado, no hay 
cuestión problemática. El texto analizado propone una reducida organización 
matemática para ser estudiada; el divorcio entre praxis y lagos es evidente. 
2. El proceso de estudio dirigido por el profesor de Matemática de Educación 
Superior, que conduce y gestiona el proceso de estudio de los números reales en la 
sala de clases, se inicia con los números irracionales como números decimales 
infinitos y no periódicos. El primer encuentro se evidencia cuando afirma que: 
"V amos a presentar a R como la unión de dos conjuntos de números, los racionales 
unidos con los irracionales". Luego aborda el conjunto de números reales provisto 
de dos operaciones de adición y multiplicación, de una relación de igualdad, con 4 
axiomas de adición, 4 axiomas de multiplicación y dos distributivas es un campo. 
Es un cuerpo conmutativo, ordenado y completo. Se prioriza la demostración de las 
propiedades básicas de monotonía y cancelativa, a.O=O, de las ecuaciones lineales y 
cuadráticas. Incide en el análisis del discriminante menor que cero para justificar la 
extensión del conjunto de números reales al conjunto de números complejos. 
Es una praxeología pobre. El estudio de los números irracionales se reduce a la 
problemática de la escritura de dichos números; esto es del cómo se representa. Hay 
una preocupación por el símbolo, pero no por el significado; no hay cuestión 
problemática. A pesar de que se ejemplifica los irracionales con números decimales 
infinitos no periódicos, no hay operaciones con los números reales. 
El profesor prioriza una presentación formal de las operaciones como ley de 
composición interna y sus propiedades, para luego definir (R, +, ·)como un cuerpo 
conmutativo, ordenado y completo. La problematicidad no es numérica ni lógica; es 
de solución de ecuaciones lineales y cuadráticas. La organización didáctica del 
profesor evidencia el efecto topaze, para que emeJ.ja la respuesta correcta: 
P: ¿A qué es esto igual jóvenes? ¿A una diferencia de cua ... ? A: Cuadrados. 
P: Estaría definida la sustracción en los naturales para números, el minuendo es 
mayor o igual que el sustra ... ".A: endo. 
3. Acerca de la organización matemática efectivamente construida, podemos concluir 
que: Los tipos de tareas planteados por el texto, en un primer momento consisten 
en analizar enunciados relacionados con los decimales y a sus aproximaciones, 
buscar información del número 1t (pi) y <I> (Número de oro) y representar números 
racionales e irracionales en la "recta real" utilizando el teorema de Pitágoras, la 
regla y el compás. Posteriormente, plantea y resuelve problemas relacionados con 
los lados y diagonales de terrenos de forma rectangular, ejercicios de aplicación y 
reconocimiento de las propiedades de adición y multiplicación como la clausura, 
asociativa, conmutativa, "inverso aditivo", "inverso multiplicativo", distributiva y la 
relación de "orden", relación menor y mayor. Finalmente, plantea dos situaciones 
para la reflexión acerca de la "distributiva de la adición con respecto a la 
multiplicación", así como problemas y ejercicios para ordenar números de menor a 
mayor utilizando el valor absoluto de un número real. 
Las técnicas predominantes son el escribir la verdad o falsedad de afirmaciones 
numéricas, graficar en la recta real y comparar números reales. No presenta las 
tecnologías respectivas para: explicar la técnica de dibujar el cuadrado de un terreno 
para mostrar la interpretación gráfica del problema, tampoco justifica la técnica de 
escribir la fórmula de la longitud de la circunferencia y el área de la región circular; 
asimismo, está ausente en el texto la tecnología de la demostración mediante un 
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contraejemplo. La teoría en las primeras 12 tareas está ausente en el texto, las 
síguientes 7 tareas empleadas son las propiedades de las operaciones en el sistema 
de los números reales y las propiedades de la "relación de orden", relación menor y 
el valor absoluto de un número real. Es de resaltar que no existe un adecuado 
tratamiento de las construcciones numéricas con regla y compás. 
4. Los tipos de tareas planteados por el profesor, en un primer momento es el de 
operar elementos de un conjunto A, como "operadores" y luego conceptuar las 
Operaciones Binarias y reconocer sus propiedades: conmutativa, asociativa, 
existencia del elemento neutro, existencia del inverso y distributiva. Utiliza el 
término de "simétrico" que no es explicado en clase, ni se da referencia de textos 
que utilizan este término: T6 : Verificar que el operador D tiene simétrico? 
Esto da lugar a confusión en los textos escolares, cuando se emplean los términos de 
elemento. opuesto y elemento inverso. 
En un segundo momento, se basa en las tareas resueltas de operaciones binarias para 
definir la estructura de grupo y "construcción de los números reales" basados en las 
propiedades binarias de la adición y multiplicación, conceptuando (R, +, ·) como 
un cuerpo conmutativo, ordenado y completo; para luego demostrar algunas 
propiedades básicas de la Adición y la Sustracción. Finalmente, y al parecer sería la 
utilidad y razón de ser del estudio de los números reales, la demostración de las 
soluciones de una ecuación cuadrática y las propiedades del discriminante y sus 
raíces. 
La técnica, predominante y única, utilizada por el docente es la de la "Escritura en 
la pizarra, explicación oral y lectura constante de/lenguaje simbólico". 
La teoría que se evidencia, en la clase del docente, está basada en el conocimiento 
de las operaciones binarias, algunas técnicas de demostración y algunos conceptos 
básicos de las estructuras algebraicas de grupo y campo. Hay un empleo del método 
de demostración directa y por el absurdo de manera oral e implícita; no se 
formalizan ni son explícitos los métodos de demostración utilizados. 
5. Con respecto a la tecnología didáctica utilizada por los profesores, el análisis a 
priori de la organización didáctica se ha ratificado mediante los resultados de la 
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encuesta realizada a los 5 docentes de Educación Secundaria de la especialidad de 
Matemática y a 5 docentes de Educación Superior: 
Los profesores encuestados no hacen distinción entre ser un número decimal y ser 
representación decimal; se consideran a todos simplemente como números 
decimales o representación decimal. Desde el punto de vista didáctico es necesario 
mantener esta distinción aunque en la esfera matemática todos la rechacen, ya que 
para ellos los números reales y los decimales fmitos o infinitos, son términos 
equivalentes. 
Los docentes de ambos niveles opinan que es importante resolver problemas que no 
son posibles resolverlos mediante los números racionales, pero tienen dificultades 
en el tipo de problemas que plantearían en el aula. Sólo el 20% del nivel superior 
opina el plantear problemas sobre aproximaciones y áreas. 
Los profesores encuestados en ambos niveles tienen una concepción más algebraica 
que trascendente de los números reales, en el desarrollo de sus clases. 
Los profesores de educación secundaria poseen inconsistencias matemáticas acerca 
de la "completitud" del sistema de números reales. 
Los profesores evitan tratar el objeto "límite" e "infinito" en los decimales 
periódicos; esto no es así al tratar los decimales no periódicos. 
Los profesores del nivel secundario no emplean materiales educativos significativos 
en la enseñanza de los números irracionales. Los profesores del nivel superior 
opinan que sí aplican situaciones problemáticas. 
· La reconstrucción de la organización matemática referida a que los ejemplos 
numéricos que van dándose en la clase sean los adecuados para el mejor desarrollo 
de la clase, se dan en base a la experiencia de los docentes de educación secundaria 
y no en el trabajo conjunto con sus colegas y del estudio y análisis de los textos 
escolares y programas oficiales. 
Los profesores de educación secundaria, en mayor porcentaje que los del nivel 
superior, privilegian la interrogación oral, recurren principalmente al método 
discursivo y explicativo para la comprensión de los conceptos, las técnicas, la 
tecnología y las teorías al dirigir la reconstrucción de la organización matemática en 
el aula. 
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Los docentes de ambos niveles educativos no consideran las necesidades reales de 
los estudiantes cuando planifican y gestionan el proceso de estudio. 
Los criterios e instrumentos de evaluación de los docentes de ambos niveles 
educativos se orientan, en gran medida, para verificar la comprensión y aplicación 
de sus conocimientos en otras situaciones didácticas y para verificar el 
conocimiento que los alumnos han adquirido acerca de los números irracionales. No 
aplican la autoevaluación y la coevaluación. 
6. Se han corroborado las siguientes conjeturas: 
Cf: El texto del MED y los docentes no reconocen diferencias entre ser la 
representación decimal de un número y ser un número decimal. 
Cff : El texto del MED y los profesores poseen inconsistencias matemáticas acerca 
de la "completitud" del sistema de números reales. 
Cf: El texto del MED y los profesores evita.Il tratar el objeto "límite" e "infinito" 
en los decimales periódicos y los decimales no periódicos. 
C~ : La reconstrucción de la organización matemática en el texto del MED y los 
docentes es realizada, en gran parte, en base a la experiencia de los docentes y no en 
el trabajo conjunto con sus colegas y del estudio y análisis de los programas 
oficiales. 
e: : Los profesores privilegian la interrogación oral para provocar la participación 
de los estudiantes en la reconstrucción de la organización matemática en el aula. 
ct: Los profesores recurren, principalmente, a los métodos discursivo y 
explicativo para la comprensión de los conceptos, las técnicas, la tecnología y las 
teorías al dirigir la reconstrucción de la organización matemática en el aula. 
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cfo : Los profesores no consideran las necesidades reales de los estudiantes cuando 
planifican y gestionan el proceso de estudio. 
RECOMENDACIONES: 
Estudiar la propuesta de incluir actividades o situaciones como las señaladas en el 
acápite 4.4 Síntesis y conclusiones, en "LO QUE NO HA Y Y PODRÍA HABER". 
Analizar los comentarios realizados de los hechos didácticos encontrados en la 
actividad matemática del profesor en el aula. Acápite 5.4 Análisis y Conclusiones. 
Proponer un problema en el momento del primer encuentro, cuyo estudio provoque 
un conflicto cognitivo para el aprendizaje del concepto de número real. 
Plantear algún comentario acerca de: las magnitudes y sus respectivas unidades, las 
observaciones didácticas de número decimal, número real y sumas infinitas. 
Presentar un mejor tratamiento de la aproximación y la teoría del error. Sugerir el 
uso adecuado de las calculadoras. 
Utilización de un símbolo de aproximación, diferente al de igualdad. 
¿Por qué no escribir: ( 1; 1,4; 1,41; 1,414; 1,4142; 1,41421; 1,414213; ... )~ J2? 
O también: ( 3; 3,1; 3,14; 3,141; 3,1415; 3,14159; 3,141592; ... ) ~ 7l 
Utilizar las representaciones geométricas, como por ejemplo del número 7l y el 
Número de oro, este último presentado desde la educación básica en Argentina. 





Se puede presentar la siguiente actividad: Dada la tabla adjunta, completar con uno 
o más números, si es posible, las casillas vacías de la tabla; (el uso de la calculadora 
está permitido) si no puede llenar alguna casilla, coloca una cruz en esa casilla. 
Luego se le pide: 
a) Indicar por qué no puede llenar esa casilla; y 
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b) ¿Cómo podría verificar las respuestas para cada casilla llena del tablero? (Esto 
permitiría ver si la elevación al cuadrado funciona como medio de verificación y 
cómo ella funciona.) 
TABLA: 
0,4 -4 2/3 
-9 9/4 2 
1,4142 
16/25 3 -4 4,16 
PROYECCIONES DEL TRABAJO: 
La reformulación y aplicación del cuestionario de 23 preguntas a una muestra de 
profesores de matemática daría información para la realización de una investigación 
del tipo cuantitativo más amplia y completa. 
La potencia y utilidad de la temia antropológica de lo didáctico, mostrada en esta 
tesis, debería ser difundida y aplicada en investigaciones para la descripción y 
análisis de la organización matemática escolar y la organización didáctica del 
profesor. 




MARCO TEÓRICO DIDÁCTICO-COGNITNO: 
Artigue, M. (2002). "Didáctica de la Matemática y formación de profesores". Conferencia 
~ 
pronunciada en la Universidad Católica de Valparaíso. Chile. 
Bachelard, G. (1948). La Formación del espíritu científico. México D.F.: Editorial Siglo 
XXI. 
Brousseau, G. (1986). La théorie des situations. RDM. Vol 7.2. La Pensée Sauvage. París. 
Brousseau, G. (1988). "Los diferentes roles del maestro". Capítulo IV de la compilación 
realizada por Parra, C. y Saiz, l. (1997) en Didáctica de las Matemáticas, aportes y 
reflexiones. Buenos Aires. Argentina: Paidós Educador. 
Brousseau, G. (1989) Artículo de la Revista Petit XN° 21 (pp 21 a 68) "Utilidad e interés 
de la didáctica para un profesor", traducido por J. Díaz Godino. 
Brousseau, G. (1993) Problemas en la enseíianza de los decimales. Trabajos de 
Matem.ática. [Traducción realizada con autorización del autor por: Dilma Fregona y 
Facundo Ortega] Universidad Nacional de Córdoba. Córdoba. 
Brusseau, G. (1993) Problemas de Didáctica de los Decimales. Trabajos de Matemática. 
[Traducción realizada con autorización del autor por: Dilma Fregona y Facundo 
Ortega] Universidad Nacional de Córdoba. Córdoba. 
Chemello, G y Díaz, A. (1997). Matemática. Metodología de la Enseñanza. Parte JI 
Buenos Aires. CONICET. 
Chevallard, Y. (1991) La Transposición Didáctica: Del saber sabio al saber enseñado. 
Buenos Aires: Editorial Aique. 
Chevallard, Y. et al. (1997) Estudiar Matemáticas: El eslabón Perdido entre la ense1ianza 
aprendizaje. Barcelona: Editorial Horsori. 
228 
Duval, R. (1993). Registres de représentation sémiotique et fonctiormeriúmt cognitif de la 
pensée. IREM de Strasbourg. Annales de Didactiques et Sciences Cognitives. 
Duval, R. (1999). Semiosis y pensamiento humano. Registros semióticos y aprendizajes 
intelectuales. Colombia: Editorial Universidad del Valle. 
Glaeser, G. (1982). Didatique des Mathématiques Experimental. Estrasburgo. 
Guzmán l. (1990). Le role des representations dans l'appropiation de la notion defonction. 
Tesis de Doctorado. Universidad Louis Pasteur. Francia. 
Guzmán l. (2004 ). Apuntes de clase del curso "Didáctica Experimental de la Matemática". 
Magister en Enseñanza de las ciencias con mención en didáctica de la Matemática. 
Universidad Católica de Valparaíso. 
Guzmán l. (2004). Apuntes de clase del curso "Fundamentos Teóricos de la Didáctica de la 
Matemática". Magíster en Enseñanza de las ciencias con mención en didáctica de la 
Matemática. Universidad Católica de V al paraíso. 
Moreau, E. (2000). Apuntes de clase del curso "Ciencias Cognitivas 11". Magíster en 
Enseñanza de las ciencias con mención en didáctica de la Matemática. Universidad 
Católica de Valparaíso. 
METODOLOGÍA DE INVESTIGACIÓN: 
Artigue, M.; Douady, R.; Moreno, L.; Gómez, P. (1995). Ingeniería didáctica en educación 
matemática. Una empresa docente. Bogotá: Grupo Editorial Iberoamericana. 
Barbin, E.; Douady, R. (1996). "Enseíianza de las Matemáticas: Relación entre Saberes, 
Programas y Prácticas". IREM de París VII. Francia: Topiques éditions. 
Eco, R. (1980) "Metodología de la investigación Científica ".:Irima: editorial Universo. 
Hemández, R.; Femández, C.; y Batista, P (2004) "Metodología de la Investigación". 
México: Editorial Me Graw-Hill. 
229 
Lakatos, l. (1981) Matemática Ciencia y Episie~riología. Madrid: EditoriaJ Alianza 
Universidad. 
Lakatos, l. (1986) Pruebas y Refutaciones: La lógica del descubrimiento matemático. 
Madrid: Editorial Alianza Universidad. 
HISTORIA DE LA MATEMÁTICA: 
Boyer, C. (1996). Historia de la matemática. Versión española de Mariano Martínez Pérez. 
Madrid: Alianza Universidad Textos. 
Cousquer, E. (1998) Lafabuleuse histoire des nombres. París: Diderot Editeur. 
De Guzmán, M. (1997). Aventuras matemáticas. Una ventana hacia el caos y otros 
episodios. Madrid: Editorial Pirámide. 
Perero, M. (1994). Historia e Historias de Matemáticas. México: Grupo Editorial 
lberoamérica. 
SABER MATEMÁTICO: 
Grattan - Guinness. (1984) Del Cálculo a la Teoría de Conjuntos, 1630 -1910 Una 
Introducción Histórica. Madrid: Alianza Editorial, S. A. 
Mena, A. (2004). Elementos de matemáticas, 1 y 2. Facultad de Ciencias Básicas y 
Matemáticas. Universidad Católica de V al paraíso. Chile. 
Nelsen, R. (1995) Proofs without Words. EE.UU.: Editorial the Mathematical Association 
ofAmerica. 
Queysanne, M. (1971). Algebra Básica. España. Editorial Vicens Vives. 
Rojo, A. (1981) Algebra l Buenos Aires: Editorial Ateneo. 
230 
ANTECEDENTES: 
Arrigo, G. y D' Amore, B. (1999) "Lo veo, pero no lo creo: Obstáculos epistemológicos y 
didácticos para la comprensión del infinito actual". Revista: Educación Matemática. 
Vol. 11 No.1. Págs. 5-24. México: Grupo Editoriallberoamérica. 
Artigue, M., et al. (1995). La enseñanza de los principios del cálculo: problemas 
epistemológicos, cognitivos y didácticos. Ingeniería Didáctica en Educación 
Matemática: Un esquema para la investigación y la innovación en la enseñanza y el 
aprendizaje de las matemáticas. Págs. 97-140. Bogotá: Grupo editorial lberoaménca. 
Artigue, M. (2000). Conferencia "Didáctica de las matemáticas y formación de los 
profesores". UBA. Argentina 
Bronner, A. (2007) Etude Didactique des Nombres réels, idécimalité et racine can·ée Tesis 
Doctoral. Université Joseph Fourier. Grenoble l. 
Espinoza, L. (1997) Organización Matemática y Didáctica en torno al objeto Límite de 
Función; del pensamiento del profesor a la gestión de los momentos del estudio. 
Tesis Doctoral. Universitat Autónoma de Barcelona. Barcelona. 
Espinoza, L., Azcárate C. (1998) Organizaciones Matemáticas y Didácticas en tomo al 
objeto límite de función: una propuesta metodológica para el Análisis. Págs. 355-368. 
Enseñanza de las Ciencias. Madrid. 
Guzmán, l. (1990). Le role des representations dans /'appropriation de la notion de 
fonction. Tesis doctoral. Universidad Louis Pasteur. Francia. 
Guzmán, l. (2004 ). Conferencia seminario Interdisciplinario. "Problemáticas de la 
Didáctica". Universidad Católica de Valparaíso. Chile. 
Romero, l. y Rico, L. (2003). "Sobre la Introducción del Concepto de Irracionalidad en 
Enseñanza Secundaria: El Caso de .J2 ". Revista: Educación Matemática. Vol. 8. 
N°2. México: Grupo Editoriallberoamérica. 
231 
Rico, L. (2000) "Pensarrüento Numérico". Revista: Investigaciones en Matemática 
educativa. Págs. 27-53. México: Grupo Editorial Iberoamérica. 
La Cantuta, febrero de 2013 
232 
ANEXO A 
ENCUESTA APLICADA AL PROFESOR DE EDUCACIÓN SUPERIOR: 
DIMENSIONES, INDICADORES E ÍTEMS. 
Dimensiones1 que recubren la TECNOLOGÍA DIDÁCTICA del profesor y 
que son considerados en la entrevist~ la transcripción textual de la entrevista se 
adjunta en el Anexo B, estas son: 
I. Relación del profesor con la organización matemática de los números reales. 
II. Relación del profesor con la enseñanza de la organización matemática de los 
números reales. 
III. Preparación para la enseñanza: Concepción, planificación y organización del 
proceso de enseñanza de los números reales. 
IV. La gestión y dirección de los momentos de estudio. 
DEFINICIÓN DE DIMENSIONES E INDICADORES: 
1) Para la DIMENSIÓN I: Relación del profesor con la organización 
matemática de los números reales: Objeto de saber. 
El sentido matemático de la organización matemática 
El origen histórico de la organización. 
La importancia de la organización matemática. 
Los tipos de problemas importantes. 
Los tipos de técnicas y dificultades. 
Los elementos tecnológicos y teóricos destacados. 
La relación con otras organizaciones matemáticas. 
2) Para la DIMENSIÓN JI: Relación del profesor con la enseñanza de la 
organización matemática de los números reales: Objeto de enseñanza. 
2.1 A nivel institucional. 
La situación de la organización matemática dentro del currículum. 
La relación con otras organizaciones matemáticas del currículum. 
La presencia de la organización matemática en la cultura. 
Tiempo para su estudio. 
El papel que juega la teoría matemática. 
Tipo de enseñanza más efectiva. 
2.2. A nivel de sistema didáctico. 
Dificultades de los alumnos en el estudio de la organización matemática. 
Las estrategias didácticas más efectivas. 
La actividad matemática que los alumnos han aprendido hasta antes de 
estudiar la organización matemática. 
La reflexión, análisis y valoración sobre su práctica docente puntual. 
1 Dimensiones didácticas, tomadas de la tesis doctoral de Espinoza (1997). 
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3) Para la DIMENSIÓN III:. Preparación para la enseñanza: Concepción, 
planificación y organización del proceso de enseñanza de los números reales 
realizado por el profesor. 
Elección de los libros de texto y materiales de apoyo. 
Concepción y elaboración de técnicas didácticas para el estudio. 
U sos de medios para la enseñanza. 
Tipo de planificación: Diaria, semanal, anual. 
Tipo y cantidad de pruebas. 
Peso de la experiencia para decidir cuestiones del estudio. 
Sentido de la organización matemática objeto de estudio matemático. 
Objetivos de enseñanza en relación al currículum. 
4) Para la DIMENSIÓN IV: La gestión y dirección de los momentos de 
estudio. 
Momento del primer encuentro: 
Presentación de los puntos iniciales. 
Presentación del sentido del estudio. 
Momento exploratorio: 
Importancia de la exploración de problemas. 
Importancia de que los problemas son estudiables por los alumnos. 
Momento del trabajo de la técnica: 
Importancia del trabajo técnico. 
Momento tecnológico teórico: 
Influencia de los alumnos en el tratamiento de la teoría. 
Importancia de la teoría. 
Momento de Institucionalización: 
Formas de realizar la institucionalización. 
Participación del alumno. 
Importancia de la institucionalización en relación a la evaluación. 
Momento de evaluación: 
Importancia de la dimensión personal de la evaluación. 
Importancia de la dimensión matemática de la evaluación. 
Criterios para hacer las pruebas. 
Valoraciones de la evaluación. 
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NÚMERO DE ÍTEMS DE LA ENTREVISTA AL PROFESOR EN RELACIÓN 
CON LAS DIMENSIONES E INDICADORES. 
DIMEN~ INDIC'ADOR PROF.A 
SIÓN Items 
1 
El sentido matemático de la organización 01, 02, 03, 
matemática 04, 05, 06, 
Relación del El origen histórico de la organización. 07, 08 y 09 
p¡·ofesor con la La importancia de la organización 
organización 
matemática de los matemática. 
números reales: Los tipos de problemas importantes. 
OBJETO DE Los tipos de técnicas y dificultades. 
SABER Los elementos tecnológicos y teóricos 
destacados. 




2.1 A nivel institucional. 
n La situación de la organización matemática 
dentro del currículum 
Relación del La relación con otras organizaciones 
profesor con la matemáticas del currículum 
enseñanza de la La presencia de la organización matemática 
organización 
matemática de los en la cultura 
números reales: Tiempo para su estudio 
El papel que juega la teoría matemática 
OBJETO DE Tipo de enseñanza más efectiva 
ENSEÑANZA. 
2.2 A nivel de sistema didáctico. 
Dificultades de los alumnos en el estudio de 
la organización matemática 10y 11 
Las estrategias didácticas más efectivas 
La actividad matemática que los alumnos han 
aprendido hasta antes de estudiar la 
organización matemática 
La reflexión, análisis y valoración sobre su 
práctica docente puntual 
m Elección de los libros de texto y materiales 12, 13 y 14 
Preparación para de apoyo. 
la ense1ianza: Concepción y elaboración de técnicas 
· Concepción, 
didácticas para el estudio. planificación y 
organización del U sos de medios para la enseñanza. 
proceso de Tipo de planificación: Diaria, semanal, anual. 
enseñanza de los 
números reales Tipo y cantidad de pruebas. 
realizado por el Peso de la experiencia para decidir 
profesor. cuestiones del estudio. 
Sentido de la organización matemática objeto 
de estudio matemático. 
Objetivos de enseñanza en relación al 
currículum. 
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IV Momento del primer encuentro: 15, 16, 17, 
Presentación de los puntos iniciales; 18, 19, 21, 
La gestión y Presentación del sentido del estudio; 22y23 
dirección de los Momento exploratorio: 
momentos de 
estudio. Importancia de la exploración de problemas; 
Importancia de que los problemas son 
estudiables por los alumnos; 
Momento del trabajo de la técnica: 
Importancia del trabajo técnico; 
Momento tecnológico teórico: 
Influencia de los alumnos en el tratamiento. 
de la teoría 
Importancia de la teoría 
Momento de Institucionalización: 
Formas de realizar la institucionalización; 
Participación del alumno; 
Importancia de la institucionalización en 
relación a la evaluación 
Momento de evaluación: 
Importancia de la dimensión personal de la 
evaluación 
Importancia de la dimensión matemática de 
la evaluación; 
Criterios para hacer las pruebas; 
Valoraciones de la evaluación; 
ENCUESTA 
IMPORTANTE: La respuesta del docente se resalta en rojo y la respuesta que verifica la 
conjetura se resalta en negritas. 
DIMENSIÓN I: RELACIÓN DEL PROFESOR CON LA ORGANIZACIÓN 
MATEMÁTICA DE LOS NÚMEROS REALES: OBJETO DE SABER. 
C[ : Los profesores no reconocen diferencias entre ser la representación decimal de un 
número y ser un número decimal. 
1) ¿Qué es un número decimal? 
a) Es el número expresado en el sistema de numeración de base 10, que consta 
de dos partes: parte entera y parte decimal. (PROF) 
b) Es una expresión de la forma z ,d1 d2 d3 d4 ... donde zEZ y 
di E { Ü, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 } 
e) Es el cociente entre dos números, cuyo denominador es diferente de cero. 
d) Es un concepto no definido. 
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e) Otro. Especificar .................................................................................... . 
Cff : Los docentes no plantean una situación problemática numérica, algebraica m 
geométrica, donde el número irracional aparezca como una herramienta que permita 
resolver ese problema. 
2) ¿Por qué es importante estudiar el conjunto de números irracionales, en· la 
asignatura de matemática? 
a) No tiene tanto uso para la vida práctica de los alumnos. 
b) No sería completo el estudio de los números reales. 
e) Para resolver problemas que no son posibles resolverlos mediante los 
números racionales. (PROF) 
d) Para el estudio de raíces inexactas de números enteros. 
e) Otro. Especificar: ....................................................................................... . 
3) ¿Qué problema plantearía usted para ser resuelto mediante los irracionales? 
a) Problemas de representación en la recta numérica. 
b) Problemas para hallar la diagonal o el lado de un cuadrado. (PROF) 
e) Problemas sobre aproximaciones y áreas. 
d) Problemas referidos a radicales u operaciones con radicales. 
e) Otro. Especificar: ....................................................................................... . 
Cf : Los profesores tienen una concepción más algebraica que trascendente de los números 
irracionales. 
4) ¿Qué es un número irracional, desde el punto de vista matemático? 
a) Es un número que no tiene raíz exacta. 
b) Es un número decimal que no puede expresarse como una fracción. 
e) Es una clase de equivalencia de una sucesión de Cauchy de números 
racionales que no es convergente en Q. 
d) Es un número que es real y que no es racional. (PROF) 
e) Otro. Especificar: ....................................................................................... . 
5) ¿Por qué se realiza el producto de números irracionales mediante radicales y no con 
las aproximaciones decimales? 
a) Porque es más exacto, raíz cuadrada de dos es-Ji y no 1,4142. (PROF) 
b) Porque ya conocen las propiedades de radicación. 
e) Porque se estaría trabajando con números racionales y no con irracionales. 
d) Y o realizo el producto de números irracionales mediante las aproximaciones 
decimales, porque .fi no se encuentra en la realidad. 
e) Otro. Especificar: ............................................................................................ . 
ct: Los profesores poseerán inconsistencias matemáticas acerca de la "completitud" del 
sistema de números reales. 
6) ¿Qué significa la "Completitud" del sistema de números reales? 
a) Que: I=R-Q 
b) Que el conjunto de los números irracionales es el complemento de los 
números racionales. 
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e) Que a todo punto de la recta le corresponde un número real único. (PROF) 
d) Significa que toda sucesión de Cauchy de números racionales es 
convergente en los números reales. 
e) Que todo subconjunto no vació y acotado superiormente de números reales 
posee un supremo. 
f) Que se cumple la propiedad de densidad de los números reales. 
g) Otro. Especificar: ...................................................................................... . 
7) ¿Está usted de acuerdo con la siguiente representación gráfica del sistema· de 
números reales? ¿Por qué? 
R 







a) Sí, porque grafica que: R = Q U 1 (PROF) 
b) Sí, porque representa que: Q n I = <1> 
e) Sí, porque es la representación correcta mediante los diagramas de Venn. 
d) Sí, porque es una forma didáctica para que el alumno pueda comprender. 
e) No, porque Qul7:-R. 
f) No, desde el punto de vista matemático, Sí, desde el punto de vista de la 
operatividad. 
g) Otro. Especificar: ............................................................................................ . 
cff: Los profesores evitan tratar el objeto "límite" e"infinito" en los decimales periódicos 
y los decimales no periódicos. 
8) Cuando 0,3333 ... se lee: "cero coma tres, tres, tres, tres, en forma indefinida" ¿Cuál 
es el significado o sentido que le da al término indefinida? 
a) Que es decimal periódico puro. (PROF) 
b) Que tres se repite indefinidamente. 
e) Que los decimales continúan, siguen. 
d) Se va a repetir infinitas veces. 
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1 
e) Que Lim { 0,3;0,33;0,333;0,3333; ... ) = 
n~oo 3 
f) Otro. Especificar: ...................................................................................... . 
9) Cuando se escribe 1,41~2135 ... , ¿qué da a entender estos tres puntos suspensivos? 
a) Que no hay cifras periódicas. 
b) Que no se queda, continúa infinitos números nunca va a ser exacto. 
e) Que nunca. habrá tramos de cifras que se van a repetir. 
d) Que Lim { 1,4142 ... ) = Lim { 1;1,4;1,41;1,414;1,4142; ... ) = -fi 
n~oo n~oo 
Es decir: Lim (an) = -fi; con: a¡ = 1; a2 = 1,4; a3 = 1,41; a4 = ... 
n-+oo 
e) Que el decimal no es periódico. (PROF) 
f) Que continúan números diferentes indefinidamente. 
g) Otro. Especificar: ..................................................................................... . 
DIMENSIÓN II: RELACIÓN DEL PROFESOR CON LA ENSEÑANZA DE LA 
ORGANIZACIÓN MATEMÁTICA DE LOS NÚMEROS REALES: OBJETO DE 
ENSEÑANZA. 
ct : Los profesores no emplean materiales educativos significativos en la enseñanza de los 
números irracionales. 
10) ¿Qué material de apoyo utiliza en el desarrollo de los números irracionales? 
Escribe en los paréntesis, los números 1, 2, y 3 en orden de prioridad: 
a) Papelógrafo. ( ) 
b) Separatas. ( 1 ) 
e) Hojas de práctica. ( 2 ) 
d) Calculadora. ( 3 ) 
e) Situación problemática o didáctica. ( ) 
f) Plumones y pizarra acrílica. ( ) 
g) Otro. Especificar: ... .. . .. . .. . .. . ... .. . .. .. . .. . .. . ... .. ... ... . .. . .. . . ( ) 
11) ¿Por qué no utiliza la calculadora en la enseñanza de los números irracionales? 
a) Porque los alumnos deben ejercitar sus mentes. 
b) Porque deben saber realizar operaciones manuales pequeñas, como sacar la 
raíz cuadrada de tres. 
e) Porque se olvidarían de sacar la raíz cuadrada. 
d) Porque cuando va a postular a la universidad no está permitido utilizar la 
calculadora. 
e) Si utilizo la calculadora en la enseñanza de los irracionales. (PROF) 
f) Otro. Especificar: ..................................................................................•..... 
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DIMENSIÓN 111: PREPARACIÓN PARA LA ENSEÑANZA: CONCEPCIÓN. 
PLANIFICACIÓN Y ORGANIZACIÓN DEL PROCESO DE ENSEÑANZA DE LOS 
NÚMEROS REALES REALIZADO POR EL PROFESOR. 
c1 : La reconstrucción de la organización matemática es realizada, en gran parte, en base.a 
la experiencia de los docentes y no en el trabajo conjunto con sus colegas y del 
estudio y análisis de los programas oficiales. 
12) Cuando usted prepara sus clases ¿qué tiene en cuenta para organizar la secuencia de 
enseñanza de los números reales? 
Escribe en los paréntesis, los números 1, 2, y 3 en orden de prioridad: 
a) Un plan de lección. ( ) 
b) Un cuaderno de apuntes. ( ) 
e) Un texto escolar. ( ) 
d) Conocimientos de educación superior. ( 2 ) 
e) Conocimientos previos. ( 1 ) 
f) La experiencia de los años. ( ) 
g) Otro. Especificar: SEPARATA ( 3 ) 
13) ¿Cómo usted previene que los ejemplos numéricos que van dándose en la clase sean 
los adecuados para el mejor desarrollo de la clase? 
Escribe en los paréntesis, los números 1, 2, y 3 en orden de prioridad: 
a) Es cuestión de la experiencia de los años. ( 3 ) 
b) De acuerdo al nivel primario o secundario. ( 1 ) 
e) Se tiene en cuenta la edad de los estudiantes. ( ) 
d) De acuerdo al grado de dificultad. ( 2 ) 
e) Otro. Especificar: . .. ... .. . .. . .. ... ... . ...... .. . .. . .. . .. . .. . .. . .. . .. . ( ) 
14) ¿Cómo lleva el control del tiempo que usted dedica a cada aspecto del tema de los 
números reales? 
a) Se maneja por la experiencia. 
b) Se calcula casi por instinto. 
e) Se da un tiempo prudencial, promedio, no va a ser exacto. (PROF) 
d) Depende del estudiantado, si son eficientes y captan rápido entonces nos 
sobra tiempo, si no, nos va a faltar tiempo. 
e) Otro. Especificar: ...................................................................................... . 
DIMENSIÓN IV: LA GESTIÓN Y DIRECCIÓN DE LOS MOMENTOS DE ESTUDIO. 
cff : Los profesores, privilegiarán la interrogación oral para provocar la participación de los 
estudiantes en la reconstrucción de la organización matemática en el aula. 
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15) ¿Por qué emplea usted la estrategia didáctica de hacer preguntas a los alumnos 
durante el desarrollo de la clase? 
a) Para comprobar si el alumno ha asimilado. 
b) Para comprobar si el alumno está atento al desarrollo de la clase. (PROF) 
e) Para comprobar si alguno de los alumnos presenta dificultades. 
d) Para motivar a los estudiantes. 
e) Para colocar al estudiante ante un conflicto cognitivo. 
f) Otro. Especificar: ................................................................................... . 
16) ¿Qué importancia le asigna al trabajo mental de los alumnos cuando usted dicta su 
clase? 
a) En el desarrollo de ejercicios. (PROF) 
b) Participando en la pizarra. 
e) Realizando operaciones pequeñas. 
d) No es muy importante es parte de su aprendizaje. 
e) Por la edad que tienen no se puede profundizar en el razonamiento. 
f) Para la justificación y argumentación de sus acciones. 
g) Otro. Especificar: ...................................................................................... .. 
ct: Los profesores recunirán, principalmente, al método discursivo y explicativo para la 
comprensión de los conceptos, técnicas, tecnología y teorías al dirigir la 
reconstrucción de la organización matemática en el aula. 
17) ¿Por qué cree que los alumnos no entienden lo que es un número irracional? 
a) Porque no aprendieron bien la clase. 
b) Porque no se le explicó bien. 
e) No entendieron bien que cosa es un irracional, un racional y un decimal. 
d) Porque no sabe diferenciar entre un decimal infinito periódico y un decimal 
infinito no periódico. 
e) Porque su memoria está en blanco. 
f) Porque no realizaron acciones con números irracionales. (PROF) 
g) Otro. Especificar: ....................................................................................... . 
18) ¿Cómo se podría mostrar la potencia del lenguaje matemático a los alumnos y a la 
vez crear un ambiente de comunicación real entre el profesor y los alumnos? 
a) Utilizando el lenguaje matemático a diario. (PROF) 
b) Teniendo cuidado que el alumno pueda entender este lenguaje. 
e) Utilizando palabras sencillas que el alumno usa a diario. 
d) No exagerando con ejemplos familiares muy caseros. 
e) Depende del maestro, todo radica en el maestro. 
f) Dando un espacio entre la argumentación del alumno y la 
institucionalización del profesor. 
g) Otro. Especificar: ...................................................................................... . 
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19) ¿Hasta qué punto el profesor deberla tener la clase menos programada o piensa que 
es mejor improvisar en función de lo que hagan los alumnos? 
a) Debe preguntarse al alumno que es lo que desea aprender. 
b) Los profesores debemos llevar el tema que se va a desarrollar. 
e) No se puede improvisar cuando no se tiene práctica profesional. 
d) Es cuestión de ~a experiencia del maestro. 
e) El profesor debe preparar una situación didáctica y practicar la 
devolución de la pregunta de los alumnos. (PROF) 
f) Otro. Especificar: .................................................................................... . 
cf0 : Los profesores no considerarán las necesidades reales de los estudiantes, cuando 
planifican y gestionan el proceso de estudio. 
20) ¿Qué opina de hacer no sólo una programación matemática sino una programación 
que tome en cuenta la necesidad del alumno? 
a) Se tiene que pensar en el tipo de sociedad en que estamos trabajando y en la 
manera en que el alumno puede contribuir a la sociedad en que vive. 
b) Ahora se elaboran los proyectos cuni.culares anuales según la necesidad del 
alumno, con los contenidos conceptuales, actitudinales y procedimentales. 
e) Que se debe tomar en cuenta las necesidades de los alumnos de gastos o 
compras con números decimales, que construyan un prisma o que recorte un 
cuadrado. 
d) El profesor se identifica con la clase social a la que pertenece el alumno, 
entonces se preparara mejor para enfrentar el reto de enseñar mejor para que 
ellos puedan servir mejor. 
e) Deben experimentarse situaciones didácticas contextualizadas que 
consideren las necesidades de los alumnos. (PROF) 
f) Otro. Especificar: .................................................................................... . 
21) Una vez fmalizado el estudio de los números irracionales, ¿qué cree usted que serán 
capaces de hacer? 
a) Las operaciones con números reales. (PROF) 
b) Reconocer un número irracional y un número racional. 
e) Diferenciar un número irracional de un número racional. 
d) Plantear ejemplos de números irracionales y números racionales. 
e) Operaciones con radicales. 
t) Entender la raíz cuadrada y la escritura de los números decimales. 
g). Resolver problemas que no pueden ser resueltos mediante los números 
racionales. 
h) Otro. Especificar: ...................................................................................... . 
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cf1 : Los criterios e instrumentos de evaluación se orientan, en gran medida, a detectar 
errores y confusiones de los estudiantes. 
22) Al preparar el examen, ¿qué criterios de corrección utiliza? 
a) Las evaluaciones son para detectar los errores. 
b) En general, son para comprobar si se han confundido bastante y luego 
explicar de otra manera. 
e) Para comprobar si el alumno ha asimilado lo que hemos hecho en clase. 
(PROF) 
d) Se tiene en cuenta el procedimiento así no halla llegado al resultado. 
e) Son pruebas objetivas con alternativas múltiples. 
f) Para verificar la comprensión y aplicación de sus conocimientos en 
otras situaciones didácticas. 
g) Otro. Especificar: ...................................................................................... . 
23) ¿Qué instrumento de evaluación utiliza para verificar el conocimiento que los 
alumnos han adquirido acerca de los números irracionales? 
Escribe en los paréntesis, los números 1, 2, y 3 en orden de prioridad: 
a) Pruebas objetivas escritas. ( 3 ) 
b) Trabajos grupales. ( 2 ) 
e) Trabajos de investigación. ( ) 
d) Preguntas orales. ( 1 ) 
e) Autoevaluación y coevalu~ción. ( ) 
f) Otro. Especificar: .. . . . ... . . .. ... .. ... ... .... .. .... .. . .. . .. . .. . .. . .. . ( ) 
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ANEXO B : CONSTRUCCIÓN DE R 
LAS SUCESIONES EN EL CONJUNTO Q 
Definición.- Llamaremos sucesión de números racionales a toda aplicación de z+ 
en Q. 
s: ·- z+~ Q 
n ~ s(n) = Sn, donde: s(n) = ( Sn ) y Sn = ( s1 ,sz, S3, ... ) 
Ejemplos: 
1. s: z+ ~ Q 
1 
n ~ s(n) = luego: 
1 1 1 
s( n ) = (- ) = ( 1 , - , - , ... ) 
n 2 3 n 
2. F: z+ ~ Q 
n ~ F(n) = n3 
Así: F(n) = ( n3) = ( 1, 8, 27, ... ) 
SUCESIONES CONVERGENTES. SUCESIONES DE NÚMEROS RACIONALES 
Definición.- Sea (xn) una sucesión de números racionales, (xn) es convergente en 
Q sii'v'e>O ,3 N> o 1 n >N ~ 1 Xn- X 1 <e' ( f:E Q+, N E z+) 
Así a xEQ, lo llamaremos el límite de la sucesión (xn) y lo escribimos: x =limxn 
EJEMPLOS: 
l. Sea la sucesión ( Xn) = ( 1 1 n ) es convergente en O. 
Esto es: lim (1/n) = O sii'v'e> O, 3 N> O 1 n >N ~ 1 1/n- O 1 <e. 
En efecto: 
Se tiene que 11/n- O 1 = llln 1 = 1/n <e 
=> n > 1/ e, así es suficiente tomar N ~ 1/e. 
Es decir: lim 1/n =O sii'v'e>O ,3 N~ 1/e 1 n >N~ 1/e=> llln- O 1 <e. 
:. ( 1/n) es convergente. 
2. La sucesión ( k ) es convergente en k, luego lim k = k. En efecto: 
Para todo e> O, 3 N> O 1 n >N => 1 k- k 1 = O <e 
Así es suficiente para N = 1; 
. . ( k ) es convergente en k. 
PROPIEDAD: Si una sucesión de números racionales ( x,J es convergente, su límite 
es único. 
2'45' 
Demostración: Supongamos que: 
Lim Xn = x /\e¡ > O; Lim xn= y. entoncesVe¡ > O; 3 N1 > O 1 n > N 1 
=> 1 Xn- X 1 <e¡ 
También: Ve2 > O; 3 N2 >O 1 n > N2=> 1 Xn- y 1 <e2 
Si hacemos N> N¡, N2 se tiene que n >N se cumple que: 
1 Xn- X 1 <e¡ 1\ 1 Xn- y 1 <e2 
Luego se tiene que para n > N Ae1 = e2 = e/2 
=> 1 X- Y 1 = 1 X- Xn + Xn- y 1 ~ 1 X- Xnl + 1 Xn- y 1 <e¡+ E2 = e/2 + e/2 = e 
Así Ve> O => 1 x-y 1 <e=> 1 x-y 1 = O; O sea que x = y 
:. El límite de ( Xn) es único. 
SUCESIONES DE CAUCHY 
Definición.- Sea (xn) una sucesión. 
Se dice que (xn) es de Cauchy, si para todo número racional e> O, existe un número 
natural N > O 1m> N 1\ n > N => 1 x n- x m 1 <e 
EJEMPLO: 
Sea la sucesión conocida (1/n), entonces ésta es una sucesión de Cauchy. 
Demostración: 
Para todo e> O, 3 N > O 1 m >N 1\ll> N => 1 Xn- Xm 1 <e 
a). Ve> O y si m= n => 1 1/n- 1/m 1 = 1 1/n- 1/n 1 = O <e 
b ). Si m > n => 1 1/n - 1/m 1 = 1/n - 1/m < 1/n 
Como debe cumplirse que: 
1 Xn- Xm 1 <e=> 1 1 n <e, de aquí hacemos n > 1/e> N; (m> n >N) 
PROPOSICIÓN: Toda sucesión de Cauchy es acotada. 
Si la sucesión (xn) es una sucesión de Cauchy de números racionales 
entonces, 3 kEQ+ 1 V n se tiene 1 Xnl ~ k. 
Demostración: 
Como ( Xn) es una sucesión de Cauchy 
:::>Ve>O ,3 N> O 1 m > n ~ N 
=> 1 Xn - Xml <e 
Veamos: k¡> 1 X¡ 1, 1 x2l, ... , 1 xNI, 1 XN+II 
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Si k = k+ 1, tenemos que: 
Si n :::; N + 1 => 1 Xnl :::; k¡ < k 
n > n+1 => 1 Xnl = 1 Xn- XN+l + XN+l 1 
:::; lxn- X N+II + 1 XN+l 1 
:::; 1 +k¡ = k 
:. 1 Xnl :::; k, 'v' n. 
PROPOSICIÓN: Si (xn), (Yn) son sucesiones de Cauchy, se tiene: 
i. (xn) + (Yn) = (xn + Yn) es un sucesión de Cauchy. 
11. (xn).(yn) = (xn·Yn) es de Cauchy. 
PROPOSICIÓN: Si ( Xn) es una sucesión de números racionales convergente, 
entonces es de Cauchy. 
Demostración: En efecto, supongamos que: 
limxn = x => dado e> O , 3 N > O 1 m >N => 1 Xm - X 1 <r:./2 
=> 1 Xn - Xml = 1 Xn - X + X - Xml :::; lxn - XI + lx - Xml <e/2 + e/2 = e 
Así para n, m > N, se tiene 1 Xn - Xml <e 
Lo que prueba que ( Xn) es de Cauchy. 
PROPOSICIÓN: Si (xn) es una sucesión de números racionales tal que Xn< Xn+h 
para todo n y si existe KEW, tal que para todo n, 1 Xnl:::; K, entonces (xn) es una 
sucesión de Cauchy. 
NOTA: Si la función (xn) es de Cauchy, no siempre (xn) es convergente. 
Veamos un ejemplo que ilustra este hecho. 
EJEMPLO: Sea (tn) definida por: 
1) t¡ = 1 
2) Suponiendo que existe tn- 1 ; Entonces: tn = tn-1 + Fn/ 1 on-I ; 'v' n > 1, 
donde Fn es el mayor número natural 1 tn 2 ~ 2 
Demostraremos que ( tn) es una sucesión de Cauchy pero no es convergente. 
a). (tn) es de Cauchy. 
Así tn-1 = t¡ = 1 
tn = Ín-I + Fn/ lOn-I Tal que: 
Paran=2: 
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tz = t¡ + F2/10; Tal que: · ( t2 ) 2::; 2 
t2 = 1 + F2/10; Tal que: ( 1 + F2/10 )2::; 2; 
Evaluamos para F2 = 1, 2, 3, 4, 5, ... 
(1 + 1110 i = ( 1.1 i = 1.21 ::; 2 
( 1 + 2/10 )2 = ( 1.2 i = 1.44 ::; 2 
(1+3/10)2 = (1.3) 2= 1.69 ::;2 
(1+ 4/10 / = ( 1.4/ = l. 96 52; ~ F2 = 4 (*) 
(1 + 5/10 )2 = ( 1.5 i = 2.25 > 2 
(*) Fn= 4; es el mayor número natural 1 t2 
2 5 2 
Luego: t2 = (1 + 4/10) = 1.4 
Análogamente: t3 = t2 + F3/102 = 1.4 + F3 /10
2 ; tal que se cumpla que; t/ 52 
Es decir: t3 = 1.4 + F3 /10
2 Tal que: ( t2 + F3/1 02 f::; 2 
Haciendo tz = 1.4 y evaluando para F2 = 1, 2, 3, 4, ... 
(1.4 + 1/100/ = ( 1.41/ = 1.9881 52; => F3 = 1,(*) 
(1.4 + 2/100 )2 = ( 1.42 i = 2.0164 > 2 
(1.4 + 3/100 i = ( 1.43) 2 = 2.0449 > 2 
(1.4 + 4/100 )2 = ( 1.44 )2 = 2.0736 > 2 
(*) F3 = 1; es el mayor número natural 1 t3 2 5 2 
Luego: t3 = t2 + FJI10
2 = 1.4 + 1/102 = 1.41 
Análogamente se hallan: F4, Fs, ... Fn, ... 
4 = t3 + Fn/103 = 1.41 + 4/103 = 1.414 
ts =4+Fn/103 =1.414+2/103=1.4142 
Es decir: 
tn = (1; 1.4; 1.41; 1.41; ... ) 





t 2 < 2 < 4 :::::} t 2 < 4 n - n 
:::::} (n < J4 
:::::}-2<fn<2 
finalmente (tn) verifica que: tn< Ín+l 1\ 1 tnl < 2 
y por la proposición anterior (tn) es de Cauchy. 
b ). (tn) es una sucesión que no es convergente. 
Supongamos (tn) tiene límite. Sea ahora limtn =t. 
Pero como limtn = t :::::} (limtn)2 = e:::} (lim tn 2) = t2 = 2 :::::} f=2 
Así t es un número cuyo cuadrado es 2, pero ese número no existe en Q. 
( O sea: t = -J2 ) 
:. ( tn) no es convergente. 
EXTENSIÓN DEL CONJUNTO DE LOS NÚMEROS RACIONALES 
Sea ( Xn) una sucesión de números racionales. 
Definición.- A la sucesión ( Xn) la llamaremos sucesión nula, sii es convergente y su 
límite es cero. 
Esto es: (xn) es nula <=> es convergente y limxn = O. 
Es decir: 'ílf> O, ::3 N >O 1 n >N :::::} 1 Xn- O 1 <e; (e E Q+, N E W) 
EJEMPLOS: 
1. La sucesión (1/n) es convergente y lim 1/n = O. 
n. La sucesión constante (O)= (0, O, ... )es convergente y su límite es cero. 
Definición.- (*) Sean ( Xn) y ( Yn) sucesiones de Cauchy, se dice que ( Xn) es 
equivalente a (Yn) y lo denotamos (xn) = (Yn) sii la sucesión ( Xn - Yn) es una 
sucesión nula. Es decir si: V f> O, ::3 N 1 n > N 
EJEMPLO: 
La sucesión 1/n =(O) dado que (1/n- O)= (1/n) y (1/n) converge a cero. 
PROPOSICIÓN: La relación ( Xn) = ( Yn) es una relación de equivalencia. 
(Verificar la Reflexividad, Simetría y Transitividad). 
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.EL NÚMERO REAL 
Al conjunto que forman todas las sucesiones ( Xn) de Cauchy de números 
racionales, lo notaremos con T. La. relación (xn) = (Yn) es una relación de 
equivalencia por lo que determina una partición de T. 
Definición.- Llamaremos número real a cada una de las clases de sucesiones de 
Cauchy equivalentes de números racionales. 
EJEMPLOS: ( 1/n ) = O dado que ( 1/n - O ) = 1/n Alim 1/n = O 
(1 - 1/n) = 1 dado que (1 - 1/n- 1) = -1/n Alim -1/n = O 
Veamos ahora sucesiones que no son equivalentes. 
(n+ 1) 1 (n- 1) :;t: (O) dado que: (1/n- O) :;t: (n+ 1) 1 (n- 1) y lim (n+ 1) 1 (n- 1) = 1 
Las sucesiones siguientes están en la misma clase: 
( O ), ( 1/n ), ( lln2 ), ( n2 - 1/n3 ), .•. 
También el número cero es la clase de sucesiones de Cauchy equivalentes 
dados a continuación y lo representamos por el cero racional O. 
O= [ (O) , ( 1/n ), ( 1/n2 ), ( n2 - 1/n3 ), ••• ] 
Así se ha determinado un conjunto cuyos elementos son números reales y lo 
notaremos con R y a sus elementos lo denotamos: 
X= [ (xn) ], y= [ ( Yn) ], · · · 
Por lo tanto R es el conjunto cociente de T por la relación de equivalencia 
dada en la definición (*). 
Definición.- Sean los números reales x = [ ( Xn) ] y y = [ ( Yn) ], llamaremos 
SUMA de x y y, lo denotaremos x +y al número real determinado por la clases [ ( 
Xn) + (Yn) ]; y PRODUCTO de x y y, lo denotaremos x . y al número real 
determinado por la clases [ ( Xn) . (Yn) ] . 
Finalmente, en R se establecen las diferentes operaciones tales como adición, 
multiplicación, etc. entre sus elementos, así como las propiedades ya conocidas que gozan 
dichas operaciones. 
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ANEXO C: LA TECNOLOGÍA DIDÁCTICA DEL PROFESOR: LA ENTREVISTA 
AL PROFESOR 
Sé que Ud. es un buen profesor de matemática del Departamento de Matemática e 
Informática de la Facultad de Ciencias de la UNE. Las preguntas que voy a formularle no 
son para juzgar ni cuestionar su enseñanza. Son preguntas de interés general acerca de 
algunas decisiones profesionales que realiza como profesor experto. Estas acciones casi 
siempre se dan de una manera más o menos espontánea y son muy poco conocidas, es por 
eso que me interesa estudiarlas. De antemano le agradezco personalmente por sus valiosas 
respuestas y su colaboración en este trabajo de investigación. 
SOBRE LA CONCEPCIÓN, PLANIFICACIÓN Y ORGANIZACIÓN DEL 
PROCESO DE ESTUDIO. 
1) Cuando usted prepara sus clases, ¿qué tiene en cuenta para organizar la secuencia de 
enseñanza de los números reales: consulta textos escolares, libros de matemática, 
separatas, apuntes de otros años, etc.? ¿Cuáles? ¿Por qué? 
El silabo o programa curricular de la asignatura y luego los prerrequisitos 
para generar el conflicto cognitivo; consulto textos que pueden ser escolares para ver 
la secuencia la didáctica, separatas, libros de matemáticas sobre todo de los 
recomendados, etc. Es necesario planificar nuestra sesión de clase para cuidar nuestra 
didáctica, nuestro vocabulario y la profundidad del tema, esto dependiendo del nivel 
que tiene el aula. 
2) ¿Sugiere usted algunos textos escolares o libros a los alumnos? 
Claro que sí pero no obligatorio, para consulta y para el trabajo con los problemas 
y ejercicios de acuerdo con el avance. 
3) ¿Qué texto sugiere? 
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Textos de algunos maestros conocidos o copias si no hay en circulación que 
todo maestro debe tener, como del maestro Cabrera Gen, de la U. Católica para 
secundaria, de Michel Helfgott, del maestro T. Verastegui, del maestro J. Saenz, etc. 
4) ¿Y si no es ése, cuál otro? 
Si no escribir separatas, los brasileiros como La matemática de la enseñanza media de 
Elon Lages Lima o de editoriales como Norma, Santillana, McGrawHill o Corefo. 
5) ¿En qué sentido un texto o un libro es didáctico? 
Cuando cuida la presentación usando la metodología inductiva de los más simples a lo 
más complejo o sea de lo particular a lo general. Y con el uso de materiales didácticos. 
6) Cuando Ud. organiza el dictado de sus clases, ¿Cómo organiza lo que va a hacer en 
clase? Explique los diferentes aspectos que toma en cuenta sobre los números reales 
para realizar la planificación. 
Se empieza con los conocimientos previos para generar el conflicto cognitivo, 
como: funciones o aplicaciones, operaciones internas, el sistema de los números 
naturales, enteros, racionales e in·acionales; y sus respectivas propiedades, luego el 
sistema de números reales 
7) ¿Qué material de apoyo usa para la enseñanza de los números reales? 
Regla, campas, papelotes y plumones para trazos y ubicación de los números 
racionales y de los números b7·acionales. 
8) ¿Y antes de eso pensó en algún material? 
No, sólo los mencionados anteriormente. 
9) ¿Ud .. cómo lleva el control del tiempo que dedica a cada aspecto del tema de los 
números reales, por ejemplo, en la presentación axiomática, en el repaso de los números 
irracionales, las ecuaciones, decimales infinitos, etc.? 
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Todos los números reales en cuatro o cinco clases, de ahí la clase de repaso o 
presentación previa en una clase. 
10) ¿Ud. opina favorablemente sobre el uso de la calculadora?, ¿Por qué no utilizó la 
calculadora con sus alumnos? 
Creo que es necesario el uso de la calculadora en clase sobre todo en reales, para la 
parte operativa con representaciones decimales u otros. 
11) ¿El uso de la calculadora sería un obstáculo? ¿De qué tipo? 
Sería un obstáculo didáctico para alumnos de secundaria que necesitan operar analítica 
y mentalmente. Pero para algunos cálculos repetitivos es necesario su uso. 
12) ¿Cómo Ud. previene que los ejemplos numéricos que van dándose en la clase sean los 
adecuados para el mejor desarrollo de la clase? ¿Qué criterios usa para escoger los 
ejercicios que utiliza en sus clases? 
De menos a más, de los más fáciles a lo mas complejo. 
13) ¿Qué instrumento de evaluación utiliza para verificar el conocimiento que los alumnos 
han adquirido sobre los números reales? ¿y qué aspectos considera para la evaluación? 
Talleres, prácticas calificadas. En su aplicación en resolución de ecuaciones, 
inecuaciones, sin y con valor absoluto y problemas. 
14) ¿En qué año de educación secundaria Ud. ubicaría la enseñanza de los números reales? 
En 5° de secundaria 
¿Por qué? 
Porque requiere de conocimientos de geometría, de trigonometría y además re quiere 
de un cierto nivel de abstracción y mental. 
15) En sus años de experiencia y observación ¿Cuáles son los errores más frecuentes que 
cometen los alumnos?, acerca de los números reales. 
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No saben aplicar las propiedades de los números reales en la solución de diferentes 
ecuaciones e inecuaciones. 
16) ¿Cuál es la definición de número irracional? 
Es un número cuya representación decimal es infinito y no periódico. 
17) ¿Cuál es la definición de número real? 
ComoR = Q ul 
18) ¿Por qué no propuso ejemplo de números irracionales, como: 
0,10110111011110111110 ... ; 0,1234567891011121314 ... , decimales arbitrarios? 
Por el uso práctico que se le de a estos números como e= 2, 7172 .... , 
7F 3, 14159 ..... , etc 
19) ¿Cuando afirma Ud. "cero coma tres, tres, tres, en forma indefinida" o "cero coma dos, 
dos, dos, indefinidamente" ¿Cuál es el significado o sentido que le da a los términos: 
"indefinida" o "indefinidamente"?. 
Con tres puntos suspensivos, que indica que sus cifras que se repiten son infinitos, 
20) ¿Por qué la importancia de la "defmición formal" del sistema de los números reales? 
La presentación axiomática de los números reales es la más didáctica de las otras 
formas 
21) ¿Cuál es la diferencia entre Cuerpo y Campo? 
Por el axioma conmutativa, para sea cuerpo no es necesario que sea conmutativo, para 
campo si. 
22) ¿Para qué se estudian los radicales en la educación secundaria? 
Para presentar los números irracionales como una extensión de los racionales 
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23) ¿Para qué se estudian los números reales en la educación secundaria y superior? 
Es el lenguaje de las ciencias y la tecnología, y la puerta de entrada en el estudio del 
cálculo diferencial e integral. 
24) ¿Cómo enseña Ud. el aproximar y redondear un número decimal? 
Por exceso y por defecto. 
ACERCA DE LA GESTIÓN Y CONDUCCIÓN DEL PROCESO DE ESTUDIO EN 
CADA UNO DE LOS MOMENTOS DIDÁCTICOS. (MPE, MEX, MT-r, M8 8, MI 
YMEV.). 
25) ¿Por qué cree Ud. que el uso de los corchetes es adecuado en la siguiente expresión?: 
+: VxV 4V 
Para presentar un par ordenado de pares ordenados. 
26) ¿Por qué es importante la enseñanza de las dos distributivas, por la izquierda y por la 
derecha? 
a ~ (b # e) :=: (a :+: b) # (a ~ e) 
(a#b)*c =(a*c)#(b*c) 
Para que sea distributiva de cumplir por la izquierda y por la derecha, por ejemplo la 
distributiva de la unión con respecto de la intersección y viceversa. 
2 7) Cuando usted escribe: 
e) Ejercicio 1: En N se define una operación D 
a.Db=(a.+b) (a-b),Tia,bEN 
Verificar que cumple: 
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es asociativa? 
El operador O tiene elemento neutro? 
- El operador O tiene simétrico? 
¿Es cierto que el operadora, es el que tiene elemento neutro? 
Es N el que tiene como elemento el 1 que es llamado elemento neutro cuando se opera con 
O cumple tal propiedad. 
¿Es cierto que el operador O, tiene simétrico?, por favor justifique su respuesta. 
N no tiene el elemento llamado simétrico con dicho operador, pues no hay un x de N, para 
todo a de N tal que cumple: a O x = 1 por que la operación de división no esta totalmente 
definido en N para Q 
28) ¿Por qué es importante, la demostración de teoremas y corolarios? 
A un nivel universitario si es necesario e importante demostrar los teoremas y 
corolarios para diferenciar los axiomas de los teoremas, para su desarrollo analítico y 
aplique el razonamiento lógico. 
29) ¿Podría explicar las razones para emplear la estrategia didáctica de hacer uso del 
lenguaje simbólico y el lenguaje lógico conjuntista durante el desarrollo de la clase? 
Como un valor formativo y del lenguaje matemático. 
30) ¿Piensa usted que los alumnos aprendieron la demostración por el método del absurdo, 
que raíz cuadrada de dos no es racional? ¿Por qué? 
Si porque no representa a un número racional de la forma a/b, con a, b Eif y primos 
entre si. Y porque además ellos ya conocen este método por lo aprendieron en lógica y 
en esta demostración estarían aplicando. 
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31) ¿Qué opina sobre el valor formativo del lenguaje matemático, en los estudiantes de 
educación superior? 
Es muy importante sobre todo para los de espacialidad matemática. 
32) Algunos profesores piensan que es mejor utilizar en las clases un lenguaje más familiar 
y situaciones más cercanas a la vida cotidiana, ¿Cómo se podría mostrar la potencia del 
lenguaje matemático a los alumnos y a la vez crear un ambiente de comunicación real 
entre el profesor y los alumnos? 
Hay que hablarle en el lenguaje matemático para que se vaya familiarizando con el 
lenguaje de la matemática, el lenguaje de las ciencias. 
33) Cuando usted escribe: 
Convenio: 
¿Qué significa o qué se entiende por "convenio? 
Que es verdadera sin demostración, puesto que es equivalente a un axioma. 
34) ¿Qué importancia le da usted a la experiencia, para realizar una mejor planificación de 
la clase? 
Siempre se debe planificar una clase tendiendo presente el nivel de los alumnos, sus 
necesidade~ y de que especialidad son, la unidad de aprendizaje y los contenidos y 
subunidades; para desde ahí planificar las capacidades, los talleres y las prácticas. 
35) Si pudiéramos programar de otra manera, no sólo en función del contenido matemático, 
sino que además considerando los posibles problemas que podrían presentárseles a los 
alumnos; elaborando diferentes alternativas para cada caso, ¿Qué opina de hacer no sólo 
una programación matemática, sino una programación que tome en cuenta las 
necesidades de los alumnos? 
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Es necesario. Podría aplicarse el método de aprendizaje basado en problemas desde un 
cambio de forma de programar los contenidos según la necesidad y requerimiento de 
los alumnos para que puedan y sepan enfrentarse a los problemas y resolverlos. 
36) Al preparar el examen, ¿Tiene en cuenta los criterios de corrección? ¿Piensa cuando lo 
está haciendo en cómo lo va a corregir? ¿Qué criterios usa o sigue para prepararlo? 
Los exámenes se preparan en fUnción a los objetivos que se quiere lograr o teniendo en 
cuenta que capacidades se quiere lograr. 
37) ¿Con respecto a los ítems, cuál es el tipo de pregunta que usted haría para evaluar? Por 
ejemplo en los reales o en los irracionales, ¿Qué aspectos consideraría? 
Que sepan aplicar los axiomas y los teoremas en la solución de ecuaciones e 
inecuaciones y en los problemas. También que sepan operar correctamente los 
números reales y reconozcan sepan ubicar en la recta real los racionales e in·acionales 
ya sea en su fonna de fracción o decimal, así como sepan diferenciar bien las 
representaciones decimales de los racionales (decimales periódicos) e irracionales 
(decimales infinitos no periódicos). 
38) ¿Qué criterios usa usted para evaluar? 
El manejo del lenguaje matemático y presentación formal de este lenguaje, aplicación 
de los axiomas y teoremas en la resolución de ecuaciones e inecuaciones así como en 
los problemas, así como en otros curso como calculo, análisis, geometría, física, etc.; 
la noción de distancia, etc. 
39) ¿Qué tipo de problemas o tareas, espera Ud. que sus estudiantes sean capaces de 
resolver, después de haber estudiado los números reales? 
Resolución de ecuaciones e inecuaciones con o sin valor absoluto, Problemas 
algebraicos, geométricos, de análisis, de algebra lineal, etc. 
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LA RELACIÓN PERSONAL DEL PROFESOR CON EL OBJETO MATEMÁTICO 
NÚMERO REAL. 
40) ¿Cómo define Ud. un número real, desde el punto de vista matemático? 
Sería un elemento de un campo ordenado y completo llamado número real. 
41) ¿Cuál es el nivel de complejidad que Ud. le da a la noción de número real? ¿Qué tan 
complejo es la noción de número real? 
Es muy complejo, pues hay varias definiciones, según el tipo de construcción que se 
hace, pero una de las formas, la mas usada y dependiendo del nivel en que se trabaja 
seria un elemento de un campo ordenado y completo llamado numero real. 
42) ¿Por qué es importante estudiar el conjunto de números reales, en la asignatura de 
matemática? 
Porque es parte del lenguaje matemático y es la base del estudio de las otras ramas de 
la matemática y de las ciencias en general. 
43) ¿Por qué (R~ +, -}es completo? 
R es un cuerpo ordenado y completo porque satisface el axioma de orden y del 
supremo. 
44) ¿Considera Ud. que existe diferencia entre número decimal y representación decimal? 
Considero que lo correcto es la representación decimal de un número racional. 
45) Usted afirma que los racionales reunidos con los irracionales son los números reales, en 
diagramas de Venn, ¿Está bien representado que la reunión es el conjunto de números 
reales? 
No es correcto, pues lo correcto seria la unión de Q con Q'(irracionales) y su 
respectiva diagrama de Venn-Euler. 
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46) ¿Cómo explicaría Ud. el significado de más infinito, menos infinito e infinitos números 
que no se repiten? 
Cuando se trabaja con conjuntos infinitos, se usa como una notación el más infinito 
con números muy grandes o el menos infinito con números muy pequeiios. 
47) ¿Cuál es su opinión acerca del uso de la coma decimal? 
El uso de la coma o el punto decimal es opcional. 
48) ¿Qué es una relación de orden? 
Es una relación reflexiva, antisimetrica y transitiva 
49) Para terminar, ¿quisiera usted agregar algo acerca de la enseñanza de los números 
reales? 
No, nada. 
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